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Presentacion

Esta obra ha sido realizada para que sea usada como texto guia en los cursos de Algebra
Lineal que se ofrecen en la Universidad Tecnoldgica da Pereira en los distintos programas
de ingenierias, y el programa de licenciatura en matematicas y fisica.

Se desarrollaron siete capitulos, en los que sin perder de vista la formalidad de los
contenidos el lector podra encontrarse con una presentacion sencilla, practica y amena,
haciendo posible un primer acercamiento al estudio del algebra lineal. Es asi como en
el capitulo 1 se definen los vectores, rectas y planos con una variedad de ejemplos y
ejercicios. Los capitulos 2 y 3 se concentran en tratar lo referente a matrices y determi-
nantes con un gran numero de ejemplos y ejercicios que le permiten al lector afianzar los
resultados que aqui se presentan. En el capitulo 4 definimos los espacios vectoriales de tal
manera que permita al alumno avanzar notablemente hacia el cumplimieto del paradigma
tradicional en cuanto a las operaciones de suma y multipiicacion por un escalar y el estudio
de otras estructuras algebraicas diferentes a las de los reales. El capitulo 5 se refiere a
uno de los temas mas robustos del algebra lineal como son las transformaciones lineales
sus propiedades y el teorema de isomorfismo entre el espacio de las transformaciones
lineales y el de matrices, hermosamente tratado. Se introduce en un capitulo 6 los espacios
euclideos, en este capitulo se da la definicion y se presentan los resultados mas importantes
en este espacio. Por ultimo en el capitulo 7 llegamos a la conclusion del curso con el
capitulo de los valores y vectores propios para aplicar todo lo visto en el texto en temas tan
importantes como diagonalizacion de una matriz.

Es de notar que en cada uno de estos capitulos nos preocupamos por entregar una gran
variedad de ejemplos, lo que permite al estudiante desarrollar los ejercicios y problemas
que se proponen.

Por ultimo queremos manifestar, que nos hacemos responsable de los errores que pueden
llegarse a filtrar en esta primera edicion y agradecemos de antemano las sugerencias y
observaciones que pudieran hacernos llegar.






Capitulo 1
Vectores rectas y planos

Los vectores eran utilizados en mecanica y en objetos que tenian ciertas velocidades, a
finales del siglo XV II. Pero este concepto no tuvo repercusion entre los matematicos de la
época, sino hasta el siglo X7.X, cuando Gauus usa implicitamente la suma vectorial en la
representacion geométrica de los nimeros complejos en el plano.

El paso siguiente lo da Hamilton cuando inicia el estudio de los vectores. Se debe a él el
nombre de vector, producto de la relacion de un sistema de numeros complejos de cuatro
unidades, denominados cuaterniones, muy usados hoy en dia para el trabajo con rotaciones
de objetos en el espacio 3D. Actualmente, en casi todas las areas de la fisica se usa el
concepto de vector.

En este capitulo estudiaremos la nocion de vector en R? y R?® desde el punto de vista geo-
métrico y desde el punto de vista algebraico.

1.1. Vectores en el plano (R?)
Sean P y Q dos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a Q,

denotado por P_Q), es el segmento de recta que vade P a Q.

Ya Ya
Q Q

X X

Los segmentos de rectas dirigidos PQ y QP son distintos, puesto que tienen direcciones
opuestas.

Observacion

1. El punto P en el segmento dirigido P_Q) es el punto inicial y Q es el final.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

2. Si PO, RS y OT son tres segmentos dirigidos con igual longitud e igual direccion,
se dice que son equivalentes sin importar donde se localizan con respecto al origen.

—_ = = .
PQ, RS y OT son equivalentes.

yA

Q

\/

Definicion geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos dirigidos equivalentes a un segmento de recta dado se
llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se llama una representacion del
vector.

Definicion analitica de un vector

Un vector en el plano es una pareja ordenada de nimeros reales (a, b). Los numeros a, b
son llamados componentes del vector (a, b), el vector cero es (0, 0). Por lo tanto

R?>={(a, b): a, be R}.

Los elementos de R? son vectores, los cuales se representan en el plano cartesiano mediante
puntos.
Decimos también que dos vectores del plano son iguales si y solo si sus componentes son

. - - .
iguales; U = (a, b))y V =(c, d)sia=cy b =d.

- —
Definimos la norma o magnitud de un vector U = (a, b) y la denotamos por ||U|| como

II?JII = Va? + b?. Geométricamente IIT)JII es la distancia que hay del punto (0, 0) al punto
(a, b).

Definicion 1.1. Se define la direccion de un vectorﬁ = (a, b) como el angulo 6, medido
en radianes que forma el vector con el lado positivo del eje x. Escogemos 0 € [0, 2m) si

a
b# 0, tanf = —.
* an 5




Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Y a
b === ==—~ B
|
|
|
|
| =
a X
Y a
(a,b)=U
b F————————
\\ |
> |
0 | :
a 'X

Nota. Como tan  es una funcion periodica con periodo 7, entonces si b # 0 siempre existen
. . -
dos valores en [0, 27), por lo tanto es necesario determinar el cuadrante del vector U.

Ejemplo 1.1. Hallar la norma y la direccion de los vectores:
- — -
a) U=@. -4 b V=223 o W=, 0b).
Solucion 1.1.

a)

Tl = V& + (42 = V6 + 16 = V32 = 4V2,

4 7
tand = — = -1, arctan(-1) = Zﬂ




Capitulo 1. Vectores rectas y planos

ﬁ
b) IVl =

y A

a5\

/S
Q
N (4,-4)
A
y
b F———————_ (2, 2\f3)=V
-1 I I
\ |
i \\Q |
I
o
X
(2)+(2V3)?2 = V4+ 12 =4, tanf = % = %, 0= arctan(%/_




Capitulo 1. Vectores rectas y planos

@ (@.b)y=w beR

|l w | = bl

\4

Vs
c) 6=—.
) 2
o o r . _) . H . . . r . H
Definicion 1.2. Se tiene V = (a, b) y se dice que V es unitario si y solo si||V]| = 1.

Definicion 1.3. Sean Pi(xy, y1)y P2(x2, y2) dos puntos en el plano. Definimos la distancia
entre los puntos P,y P, como:

d =[PPy = d(Py, Py) = \(xa = x1)* + (2 = 1)

Ejemplo 1.2. Encuentre el valor de A, si existe de modo que los puntos Py Q se encuentren
a 5 unidades de distancia.

a) P(-5,0), 04, 4)
b) P(3, 2), 04, 1).
Solucion 1.2.

Se deja como ejercicio.

1.1.1. Operaciones entre vectores en R>

Sea 7 e R? distinto de cero y @ € R, entonces aV € R? y esta dado por
(1/7 = a(a, b) = (aa, ab).

Observacion.
1) La direccion de oV es igual a la direccion de V' si a > 0.

- . L - .
2) aV esigual a la direccionde —V si @ < 0.




Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Suma de Vectores

SiV = (ay, b))y U = (a3, b,), entonces la suma analitica de estos dos vectores se define
_) q r .

como: V + U = (ay, b))+ (a2, by) = (a1 + az, by + by). Geométricamente la suma de estos

dos vectores se representa de la siguiente manera:

et

o
@
VL
Q
o Y

Vector Unitario

L
Un vector unitario V' = (a, b) es un vector de norma 1:

Pl = V@ + 8 = 1,
de esta definicion se tiene que

cosf = CTI = a =cosf

sinf = ? = b =sinf

- )
V' = (cos 6, sin6),

10



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

y
©)
= 2
77777777777 q - \
bJ| N
(.
ac
X
donde 6 es llamado angulo director.
_)

. ] - V .
Nota. Si V' es un vector diferente de cero, entonces U = m es un vector unitario con la

. . .7 _)
misma direccion de V.
3
Ejemplo 1.3. Halle un vectorT/) Si IIT/)II =4 y el angulo director es 0 = Tn
Solucion 1.3.

3 3 3 3
Sea?/ = (cos b, sinfh) = (cos —ﬂ, sin —ﬂ),?/ = 4?/ =4 (cos il sin —ﬂ) .

4 4 4’ 4
Y . .7 . 7 4 2 - .
Definicion 1.4. (combinacion lineal). Sean U\, Vy,..., Vi € R El vector U es combi-
— -
nacion lineal de V1, . .., Vy si existen escalares (nimeros reales) A1, ..., A tales que

- — — —
U=242U + LU+ -+ 43U,

Ejemplo 1.4. Determinar todos los vectores que son combinacion lineal de V; =(1,3)y
ﬁ
Vy =(=2, 6).

Solucion 1.4.

?/ = (a, b) = /11(1, —3) + /12(—2, 6) = (/11 - 24, 34, + 6/12)

igualando componentes se obtiene

a = /l] —2/12
b= =31, + 64,

11



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

y resolviendo el sistema dos por dos, llegamos a que
3a+ b =0 esdecir, b = —3a.

. - o
Si hacemos a = t, entonces (¢, —3¢) = #(1, 3) ¢t € R por lo tanto los vectores V' y V>
son combinacion lineal.

1.1.2. Producto escalar y las proyecciones en R’

Definicion 1.5. Se define el producto escalar de dos vectores en R?. Si ? = (a1, b))y
H
V = (ay, by), entonces

- =

U-V=aa+ b]bz.

Angulo entre vectores

Sean U y V' dos vectores diferentes de cero. El angulo 6 entre U y V' esta definido como

el angulo no negativo mas pequeio entre [0, 7]. SiU=aV para algun «, entonces 6 = 0
sia>0yf=nsia<0.

0= [0,7]
y y
v
A v
0 i -
X X
y
<
% -
U
X
v

- -
Teorema 1.1. Sean U = (ay, by), V = (az, by).

— - =
a) IUIP=U-U

12



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

- =
b) Si Uy V son diferentes de cero y 8 es el angulo entre ambos vectores, entonces

- -

u-v

cos9=_) =
WUV

Demostracion 1.1.
La demostracion de @) es inmediata, demostremos la parte b).

A

Vo

Y

V= (a2, b2)
= (a1, b1)

D
cl

\\\) \

v

Usando la ley de los cosenos
- =, ) - =
WV =UlI" = IUIF + IVII" = 2[1UI[ [ V]| cos 6.

Pero - I - = - - =
W =ulr=0-U)-(V=U)=IVF=2U-V +|UIF,
reemplazando en el lado derecho de la igualdad, obtenemos

- =

u-v
cosf = - =
WUl

- 5
Definicion 1.6. Dos vectores U y V diferentes de cero son:
1) Paralelos si el angulo entre ellos es cero o m.
by
2) Son ortogonales si el dngulo entre ellos es 5
- -
Teorema 1.2. Sean U y V vectores diferentes de cero
ﬁ

- =
1) V aU siysolo si Uy V son paralelos.

2) V. U=0si y s6lo si Uy V son ortogonales.

13



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Demostracion 1.2.

La demostracion se deja como ejercicio.

- = —
Definicion 1.7. Sean U y V dos vectores diferentes de cero, entonces la proyeccion de U

%
sobre V es un vector denotado por

- -
- UV =

Proy>U =
4 —
e
vy su norma viene dada por
lProyUll = —5—.
4l

cl

<l

ProyVU

., 4 - - .
Nota. La proyeccion de U sobre V' es un vector paralelo a V', es decir,

TV TV

Pr07?] == T)/ = /17 donde A= ——.
2 2
(171l (V1]

1.1.3. Propiedades de la suma y la multiplicacion por un escalar

- = = . . .
Sean W, U, V € R*y A,B € R, las siguientes propiedades se satisfacen para la suma de
vectores y la multiplicacion por un escalar:

e I B
HU+V=V+U.

- e e S
) U+ V)y+wW=U+(V+W).

-

3) U+0)=0.

4 TU+(0)=0.

14



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

- = — —

S) AU+ V)=AU+ V.
— — —
6) (1+B)U =AU +BU.
— — —

7) (AB)U = ABU) = pAU).

- -
8) 1U =U.

. e e
Propiedades del producto escalar: Sean W, U, V € R>y 1 € R

- =
HU-V=7-U.

e e N T e S
DU V+W)y=U-V+U-W.
- = e = S ¥ —

3 AU-Vy=@U)-V =U-@V).

1.1.4. Vector en R’
Definimos el conjunto R3 como:

R*={(a, b, ¢): a, b, c€ R},
. -
los elementos de este conjunto se llaman vectores y los denotamos por U = (a, b, ¢).
Los elementos (a, b, ¢) € R3 se asocian con puntos en el espacio tridimensional, definido

con tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema de
coordenadas rectangulares.

15



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Los vectores de R? también se pueden representar mediante segmentos de rectas dirigidos
- —
o flechas. La norma de un vector U = (a, b, c) se define como ||U|| = Va2 + b* + 2.

ZA

. - =
Los cosenos directores del vector U = OP = (a, b, c) son:

a b c
cosa=-—-,  cosf=-—-,  COSYy=—-
1l [1U1] (1U]]

donde «, By ¥ son angulos directores de T.

a: angulo entre 0P y la parte positiva del eje x.
B: angulo entre OP y la parte positiva del eje y.
v: angulo entre O_I>J y la parte positiva del eje z.

ZA

16



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Ademas estos angulos satisfacen la condicion de que
cos’ @ + cos’ B+ cos’y = 1.
T
Ademas si ||U]| = 1, entonces
—)
U = (cosa, cosf,cosy).

Los conceptos de vector, producto punto, distancia entre dos puntos, vector unitario,
proyeccion, combinacion lineal y todas las propiedades que hemos visto para vectores en
R? también se cumplen para vectores en R? y en general para vectores en R”.

Una operacion que se define solamente en R? es la siguiente:

Producto vectorial

- - - o

Sean U = (uy, us, u3)y V = (vi, v2, v3) dos vectores de R*. El producto cruz entre U'y V
- =

se denota por U X V' y se define

- = Pk u u u
| Uz 3 231 3 uy 2
UXV=lu u u|=i
V2 V3 Vi V3 Vi V2
Vi V2 V3

Algunas propiedades interesantes del producto cruz son:

- = =
Sean U, V,W € R*y A,€ R.

- - =
) UxV=-VxU
- - = e I N I
2y Ux(V+W)y=UxV+UxXW
P A e R I e
N (U+TVYXW=UXW+VXW

- - —

— - -
4) AU)xV =Ux@V)=AUXY)
- -
5) UxU=0
- - o - - -
6) U-(UxV)y=0=V-(UxV).
Ejemplo 1.5. Se puede verificar de forma inmediata la igualdad
e - =, = =,
WU X VIZ=NUIFIVIE = U - V)~

- - =
Mostremos que ||U x V|| = ||U|| || V]| sin 6.

17



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Solucion 1.5.

— - - — - = — =
1Ux VIl = UIFIVIF = (U - V) = \UIPIVIPF = 1UIPIVIP cos® 6
TH2ITA2 2 TH2ITHI2 i
= UIFIIVIF(1 = cos” 0) = [[U|I°| V||” sin” 6.

- = — =
Luego [[U x V|| = [U|| V|| siné.

Interpretacion geométrica del producto cruz

Sea A el area del paralelogramo generado por?f y Vi

. h —
b=sin0=— = h=|V|sind
41

- = —
A=U|IV]|sin€ =|U x V|.

Se puede mostrar facilmente que el volumen del paralelepipedo generado por los vectores
- = - - o o
U VyWesV=|(UxV)-W.

Ejemplo 1.6. Calcule el drea del triangulo con vértices P = (1, 3, =2), Q = (2, 1, 4),
R = (-3, 1, 6) usando el concepto del producto cruz.

Solucion 1.6.

i J k
1 -2 3
— —
érea_HPQxQRH_ -5 0 2| <1140
B 2 B 2 o2




Capitulo 1. Vectores rectas y planos

1.2. Rectas y planos en el espacio

Sea [ la recta que pasa por los puntos Py Q. Esta es paralela al vector director_V) = P—Q>,
por consiguiente dado un punto R = (x, y, z) € [, se debe cumplir que PR = 17, es decir

_)
que PR es paralelo al vector V', esto es,

R—P:tT/> donde te R.

Luego

X

Definicion 1.8. Si [ es una recta que pasa por los puntos P = (xq, Yo, 20), O = (a, b, ¢)y

ﬁ
si suponemos que V = Q — P, entonces

1) La ecuacion vectorial de la recta [ es

(x, y, z):P+tT/); te R

2) Despejando x, y, z obtenemos las ecuaciones paramétricas de |
X = Xxg+ tv; donde te R, vi=a-x

y=Yo+1in donde te€ R, szb—yo

zZ=2zy+ 1ty donde te R, vi=c-—z.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

3) Sicadav; #0, i =1, 2, 3, despejando t en las ecuaciones paramétricas de la recta
[, obtenemos, las ecuaciones simétricas
X=X YV—Yo Z—Zo
V1 A %) V3 ’

Ejemplo 1.7. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P = (1, 3, =2)y

0=02,1, -2).
Solucion 1.7.
En este caso el vector director es V= 0-P=(, -2, 0), luego:
1) La ecuacion vectorial de la recta es: (x, y, z) = (1, 3, =2) + #(1, -2, 0).

2) Las ecuaciones paramétricas son:

x=1+t¢
y=3-2¢
z=-2.
3) Las ecuaciones simétricas son:
y=3
X > z

Ejemplo 1.8. Halle la distancia del punto P = (0, 4, 1) a la recta determinada por A =
2, -1,2)yB=(1, 2, 4).

P(0.,4,1)

v
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Solucion 1.8.

Como d es la altura del paralelogramo determinado por BA y BP y su area esta dada por
IBA x BP|

ik

— =

BAxBP=| 1 -3 -2|=(13,5, -1)
-1 2 -3

— —
BA=(1,-3,-2) y  BP=(-1,2, -3)
1BA x BP|| = V195

Je area paralelogramo V195 V195 /195
~ longitud de la base 42| V1 V147

1.2.1. Rectas paralelas y perpendiculares

Sean/, : (x, y, z) = P+ t7, teRyL=(x92=0+ s?V, s € R dos rectas, entonces
decimos:

.- =

1) [, es paralelaa l, siy solo si V' es paralelaa IV.
. r . _) _)
2) I, es ortogonal a /; siy solo si V' es ortogonal a IV.

3) El angulo entre /; y [, es igual al angulo entre 7V y W
Observacion

a) Como podemos escoger dos puntos distintos de una recta, las ecuaciones no son
unicas.

- e . .
b) Sea P+ ¢tV = Q + sW un sistema de ecuaciones

tVi—swy = a-—2Xxp
tVz—SWz = b—y()

tVs —swy = c¢—z.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

ZA

v

o

1

Figura 1.1: 1

Si el sistema tiene solucion, esto implica que la solucion son los puntos de intersec-
cion entre /; y [,. Como el sistema es lineal, puede ocurrir lo siguiente:

i Hay solucion unica: las rectas se intersectan en un solo punto.
ii Hay infinitas soluciones: las rectas coinciden.

iii No hay solucion: las rectas no se intersectan.

¢) Observe que, en el calculo de la interseccion, usamos un parametro distinto en cada
recta. Esto es asi porque el punto de interseccion puede ser que se obtenga en cada
recta un valor de parametro distinto, por ejemplo

I : (-17, =1, 1) = (-1, 3, 1) +4(4, 1,0)

1
hi(=17, -1, 1) = (=13, 1, 2) = 5(12, 6. 3)

las rectas /; y [, se intersectan en el punto (-17, -1, 1). Este punto se obtiene con
t=—-4enlarectaly ycons = —% en larecta /,.

Ejemplo 1.9. Halle las ecuaciones paramétricas de la recta que pasan por el punto
P(0, —1, =3) y es paralela a la recta

l'{x—l_y+3_z
L8 T -2 5

Solucion 1.9.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

El vector director de la recta / es v=(8, -2, 5) como la ecuacion de la recta que vamos a
calcular es paralela a /, podemos escoger el mismo vector director, por consiguiente, la
ecuacion es

x = 81, y=-1-2¢, z=-3+5¢t

Ejemplo 1.10. Calcular la distancia de P(5, 6, 6) a la recta

x =5t
[:{y=2—-1t teR.
z=1

Solucion 1.10.

Sea R(5t, 2 — ¢, t) un punto de la recta /.

P(5.6.5)

Figura 1.2: 1

Encontrar la distancia de P a la recta /, es equivalente a encontrar la distancia entre los
puntos Py P’. Hallemos P’.

El vector RP = (5-5t, 4+t, 6—1) es perpendicular a la recta /, por lo tanto es perpendicular
a su vector director (5, —1, 1). Luego

5, -1, 1)-(5-5t, 4+1, 6-1)=0
55-50-1(4+)+16-1)=0
25-25t—4-1t+6-1=0
27t+27=0  t=1.

Luego el punto P’ = (5, 1, 1), por consiguiente

d(P.]) = d(P,P') = |PP'|| = |I(0, -5, —5)| = V50 = 5 2.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

1.2.2. Planos

Sea P un punto en el espacio y N un vector dado diferente de cero. Entonces el conjunto
—_—> .
de todos los puntos Q tal que PQ- N = 0, constituye un plano en R3.

Sea N = (a, b, c) vector dado. Vector normal al plano 7.
P = (x,, ¥y, z,) un punto fijo del plano 7.

0O = (x, y, z) un punto cualquiera del plano 7.

N=(a,b,c)

—

—
0Q Q(x,y.2)

r“ P (xo,y0,20)

Figura 1.3: 1

-2 =

PO-N=0
(as b, c).(x_x()s Y =Yo> Z_ZO) =0
a(x —x,)+ by —y,) +c(z—-1z,) =0.

Asi, obtenemos la ecuacion normal del plano 7.

También podemos calcular la ecuacion normal de un plano que pasa por los puntos P, Q'y
R. En este caso, el vector normal es el producto cruz

— 4 4

N =PQXxPR.

Ahora si (x, y, z) € 7, es decir, es un punto del plano, entonces la ecuacion vectorial del
plano es

(x,y,z):P-i—tP_Q)+SFTI)€, t, s €R.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Ejemplo 1.11. Considere un punto n que pasa por los puntos no colineales P = (1, 1, 1),
0=2,1,2)yR = (0, 2, 1). Encontrar la ecuacion vectorial y la ecuacion cartesiana
del plano.

Solucion 1.11.

PO=0-P=2,1,2)—(1, 1, 1) = (1, 0, 1).
PR=R-P=(0,2, ~1)=(1, 1, 1) = (=1, 1, -2).

Ecuacion vectorial del plano: (x,y,z) = (1,1, 1) + (1,0, 1) + s(-1, 1, =2).

. . . -
Hallemos la ecuacion cartesiana del plano. Calculemos primero el vector normal N:

- = =

N = PO x PR

- .,
N = (-1, 1, 1), la ecuacion es
-lx-D+1y-D+1z-1)=0
—x+y+z=1
Definicion 1.9. Sean m; : a\x; + byy + ¢z = dy, my : arx + byy + ¢z = d, dos planos con
- -
vectores normales Ni = (ay, by, c1)y N, = (a2, by, ¢3) respectivamente.
— —
a) my es paralelo a m, siy solo si Ny es paralelo a N,.
— —
b) m es perpendicular a rt; si y solo si Ny es perpendicular a N.
- —
¢) El angulo entre los planos my y ,, es el angulo entre los vectores Ny y Nj.
d) Seal, : (x, y, z) = p+t V. Decimos que

» /| es paralelo a my siy solo si Ny es ortogonal a v .

» [y es perpendicular a my si y solo si Ny es paralelo a V.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Z —
A N2
—
N
Planos paralelos y Planos perpendiculares
X X

Ejemplo 1.12. Determine la ecuacion del plano que contiene la recta
Li(x,y,2)=(1, 2, 1)+ 10, 2, 3)

vy al punto P = (0, 0, 1). (El punto P no esta en la recta l).

Solucién 1.12.

Para encontrar la ecuacion del plano, buscamos tres puntos no colineales en este plano. El
punto P = (0, 0, 1) ya lo tenemos, hallemos dos puntos que estan en la recta, estos puntos
los encontramos dandole valores a .

si t=0,0=(1,2,1; si t=1R=(1,4,4),P=(0,0,1).

k
0

— e~
N

- = =

N = PO x PR

n n ~ —
‘:61—3]+2k; N =(2, -3, 2).
1 43

La ecuacion del plano:  6(x—0)—=3(y—-0)+2(z+1)=0
6x —3y+2z=-2.
Ejemplo 1.13. Encuentre la ecuacion cartesiana del plano, que es paralelo a las rectas
L:(x,y,2)=(1,2, 1)+10, 2, 3)

L:(x,y,2)=(1,0, 1)+15, 0, 0)

vy que contiene al punto P = (1, 1, 1).

Solucion 1.13.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

- .
El vector normal N del plano que estamos buscando debe ser perpendicular a los vectores
directores de las dos rectas /; y /5. El tnico vector ortogonal a los vectores i y v es el

L
producto cruz N = vi X v5.

~>

—
N =

S N~
S W o

. A —
0 ’: 157- 10k, N =(0, 15, -10)
5

la ecuacion del planoes: O(x—1)+ 15(y—-1)-10(z=1) =0
15y - 10z = 5.

Observacion. Para obtener la interseccion entre una recta /; : (x, y, z) = P+t y el plano
7y ayxy + by + ¢z = dy, despejamos x, y, z en la ecuacion de la recta y reemplazamos
este despeje en la ecuacion del plano. Resolvemos para z, si la solucion es Unica, con este
valor de 7 obtenemos en el punto de interseccion, sustituyendo en la ecuacion de la recta.
Obsérvese que la ecuacion en ¢, puede también tener infinitas soluciones (si la recta esta en
el plano) o no tener solucion (si no hay interseccion).

Ejemplo 1.14. Hallar el punto de interseccion entre el plano n : x — 2y + 3z y la recta
li(x, y,2)=(1, 2, 1)+ 40, 2, 3).

Solucion 1.14.

x=1, y=2+2t, z=1+3¢

reemplazamos en la ecuacion del plano

1-2Q2+20)+3(1+30) =1

1-4-4+3+9t=1

5t = 1 luego ¢ = 1/5, por consiguiente el punto de interseccion (1, 12/5, 8/5).

Observacion. (Distancia de un punto a un plano y distancia de un punto a una recta)

Para calcular la distancia de un punto a un plano y la distancia de un punto a una recta,
usamos conceptos geomeétricos.

Esta distancia se calcula como la longitud ortogonal del punto al plano o a la recta, por esta
razon obtenemos formulas que tienen que ver con proyeccion ortogonal.

Distancia de un punto a un plano.
Sea 7 un plano con vector normal N, que contiene a un punto P. La distancia d(Q, ) es

Q- P)- NI

(0, N) = ||ProyyPO| = =
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?Q\
%

P T

—
N

v

X

Distancia de un punto a una recta.
Seal: (x,y,z) = P+t ¥, la distancia de un punto dado O a la recta / que contiene a un
punto P, es

d(0,1) = PO - ProysPQll.

<l

Y
—
Pro_PQ
v
Ejemplo 1.15. Halle la distancia del punto P = (0, 4, 1) a la recta determinada por A y
Bdonde A =2, -1,2)yB=(1, 2, 4).
Solucioén 1.15.

., — — —
Denotemos la proyeccion ortogonal de BP sobre BA por V.

28



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Como triangulo BMP es rectangulo, entonces

_)
IBP|| = d* + [V

%
= VIBPI? - V2.

Calculemos ||l§>’||2 y VP

ﬁ’:P—B:(O, 4, H—-(1,2,4)=(-1, 2, =-3)
IBPIP = (—1)! + (2)* + (-3) = 14

H
BA=A-B=(2, -1,2)-(1, 2, 49 =(1, -3, -2)

IBAIl = (12 + (=32 + (-2) = V14,

Por lo tanto

— —
|BP-BA| (-1, 2, =3)-(1, -3, =2) |-1] 1
Pll=——= =—=
|1BA|| V14 V14 V14

por consiguiente

195
BP||? 2 = \/14
= VIBPIP - [P = e

Ejemplo 1.16.

Sea ax + by + cz+ d = 0 la ecuacion de un plano y P = (x,, ¥,, z,) un punto que no esta en
el plano. Demuestre que la distancia del punto P al plano es:

lax, + by, + cz, + d|

dis =
Va2 + b2 + ¢?

Solucion 1.16.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

ﬁ;(a,b,c)

7

S=(x,s,2) R

Por definicion tenemos que

—

ISP- N
ﬁ
IVl

_)
dis = ||Proy5S Pl =

S_I)’=P—S=(xg,yu, Zo)— (X, ¥, 2) = (X, = X, Vo=V, Zo — Z)

SP-N (X0 =X, Yo=Y, 2o —2)-(a, b, ¢) = a(x, —x) + by, —y) + c(z, — 2)

= ax,—ax+by,—by+cz,—cz=ax,+by,+cz,+d

donde d = —ax — by — cz,
Nl = Va2 + b + &

luego se tiene la formula
_lax, + by, + cz, + d|

dls
Va? + b% + ¢

1.3. Ejercicios resueltos del capitulo 1
Ejercicio 1.1. Dados los puntos A = (0, 2, —1), B=(2, -3, 2)yC = (1, 3, 3).

. . _> . .7 _) H
a) Halle un vector unitario U en direccion del vector AB — 3CB.

b) Halle todos los vértices del paralelogramo ABCD.

¢) Halle las coordenadas del punto medio de AC.

Solucién 1.1. (a)

_)
AB=B-A=(2, -3,2)-(0, 2, -1) = (2, -5, 3)

_)
CB=B-C=(2,-3,2)-(1,3,3)=(1, -6, 1)
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—

ﬁ
AB-3CB=(2, -5, 3)-3(1, =6, —1) = (-1, 13, 6)

4B - 3Bl = V(=1 + (137 + (6)” = V206,
por consiguiente

—

—_
o _ AB-3CB _(-1.13,6)
143 - 3CB| V206
(b)
C
B D=?
A

- = =
BA + BC = BD

(A-B)+(C-D)y=D-B
A+C-B=0D.

Por lo tanto

D=(0,2, -1)+(1,3,3)-(2, -3,2)=(-1, 8, 0)
Andlogamente
e
CB+CA=CD

(B-C)+(A-C)=D-C
B+A-C=D,

por lo tanto
D=(2,-3,2)+(0,2, -1)-(1, 3,3)=(1, -4, 2)
finalmente la otra posibilidad es

— = —

AB+ AC = AD

(B—A)+(C-A)=D-4
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B+C-4=D

esto es,

D=(2, -3,2)+(1, 3,3)=(0, 2, 1) = (3, =2, 6).

(c) Sea P el punto medio de A_C>’ esto implica que
— 11— 1
AP = 5AC=> P-4= E(C_A)
/ 1(C A)+A—1C+1A—1(C+A)
Hese 5 B A ) '
Por consiguiente

P

_(1,3,3)+(0, 2, -1) _(l 5 1)

2 222 )
Ejercicio 1.2. Sean O, P, Q tres puntos en el espacio y R el punto medio de P_Q> Si @5 =d,
O—)Qz 5)1&)3 = C, pruebe que

1 S
7 =—(@+b).

2
z
P
iy <
(@) /’Q~ =
/ /,O . Q a) 2-C
oOsb
> <o
(@) y =
X
Solucion 1.2.
Haciendo operaciones entre vectores obtenenmos
- -
a-¢é=¢-b = d+b=22C
-
L d+b
= .
2

Ejercicio 1.3. Dados 4 = 2, -1, 2), B = (1, 2, =2). Hallar los vectores C yB tal que
- - = s T
C es perpendicular a B y D es perpendiculara By A = C + D.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Solucion 1.3.

- 929
=C-+D-B

wl

- = -
A=C+D = A4-
luego
- = - =
2-2-4=C-B = -4=C-B
H

- — —
como C = AB por ser vectores paralelos, y D- B = 0 por ser vectores ortogonales, entonces

— — =
~4=1B-B = -4=1B|

312
A= , puestoque |[|B|°=9

—
1Bl
4 4
A=——, 1 C=--(1,2,-2).
5 uego 9( )
Finalmente

22 1 10
)

B=A-T=@ -1, 2+ 20, 2 2)=(
- - b s 9 s b - 9’ 9’9

Ejercicio 1.4. Sean d y b vectores en R? y /3 el dngulo entre ellos, si||d|| =3 y III;II =2,
calcule ||(d + b) x (d — 3b)|I.

Solucion 1.4.

(@+5)x(@a-3b) = (@xa)+(bxa)-(dx3b)—(bx3b)
= 6—(3x5—3(d><5—3(5x5
= 0-daxb-3 &’xg)—}@
. ~4(@xB).
Asi que
1@ + b) x (@ — 3b)|| = || — 4(@ x b)|| = 4@ x bl = 4|l B sin /3

= 4(3)(2)? =12V3.

Ejercicio 1.5. Si||d|| =3y IIEII =5, determine A tal que d+ /ll;y a—Ab son perpendiculares.
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Solucion 1.5.

3
A=%4/—==%—.
5
Ejercicio 1.6. El vector d que estd en el primer octante tiene ||d|| = 2 y forma con el eje x

un angulo de @« = /6 y con el eje z un angulo de y = nt/3, b= 0, 1, )yeé=(@3, 2, -3).
Halle ||l@x &\, lla — b + 2.

Solucion 1.6.

cos’ @ +cos’ B+ cos’y = 1
(cos/6)* + cos’ B + (cos/3)* = 1

2 2
(§] +(%) +cos’B=1 = cos’B=0

esto implica que 8 = /2.

a = (||dl| cos a, ||d|| cosB, ||d||cosy) = (2cosn/6, 2cosn/2, 2cosn/3)

V3
id=2—,0,1
a-2(3
7k
ixé=| V3 0 1 |=-2i-j(-3V3-3)+k2V3
302 -3

1@ x 2] = \/4+(3\/§+3)2+12= \/16+(3\/§+3)2.
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Iz - b+l

I(V3, 0, 1)=(0, 1, 1)+ (3, 2, =3)]
1(V3+3, 1, -3)ll = \/(«/§+3)2+1+9

= \J10+(V3+3)
Ejercicio 1.7.

Si la proyeccion del vector 4B sobre el eje x es (—1, 0), la proyeccion sobre el eje y es
(0, 5)y B = (-1, 2). Halle las coordenadas del punto 4.

Solucion 1.7.

_%
Sean 4 = (a1, a) yAB = (-1 —ay, 2 —a,)

_%
—  4B-(1, 0)

Pro AB= ———F>=(-1,0

R TN T

(-1=-a,2 —ay)-(1,0) =(-1,0)
—1—611:—1 = a1=0

ﬁ
AB-(0, 1)

%
P}"Oy(o, I)AB = = (0, 5)

10, DIP

(-1-a1, 2-a)-(0, 1) = (0, 5)
2—a2=5 = a2=—3

luego 4 = (0, -3).

Ejercicio 1.8. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 1, 5) y corta en
forma perpendicular a la recta

x—1 y+2 z-3

h:— 4 2

Solucion 1.8.

Como P = (2, 1, 5) es un punto de la recta, falta encontrar el vector director. El vector
director de la recta dada /; es

_)
Vi=Q@, 4,2
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1%

14

- - . = =
SealV,=QP=P-Q0=Q2-a, 1-b, 5-c¢). Como [; y I, son perpendiculares, V|-V, = 0

- =
MVa=@3,4,22-a, 1-b,5-¢)=0
6-3a+4-4b+10-2c=0

3a+4b + 2c = 20,

el punto Q = (a, b, c) pertenece a la recta dada, por lo tanto

a=1+3t, b

2+4 y ¢c=3+2¢

luego
3(1+30)+4(-2+4H+2(3+2t) =20

3+9r—8+16t+6+4t=20

19
20t =1 t=—
9 9 29
a=1+3(8) b=-2+4(R)
a=1+¢=% p=-2+2=2
c=3+2 B = +§=g,
29 29 29
por consiguiente
— 86 19 125 28 11 20
Vo=P-0=[2-=,1-—=,5-—|=(=, =, =|.
? 0 ( 29 29 29) (29 29 29)

Luego la ecuacion vectorial de la recta es

—

t
5)+ =—=(28, 11, 20
)+ 55 )
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

y su ecuacion simétrica es

x=2 y-1 z-5
28 11 20 °
L , x-3 _y _z=2
Ejercicio 1.9. Calcule el angulo que forma la recta T =T 3 con el plano

x+3y—-z+1=0.
Solucion 1.9.

Llamamos 7/2 — 6 el angulo tomado por las direcciones 7 y N sin tener en cuenta sus
H
sentidos V' = (7, —1, 3),ﬁ = (1, 3, —1), entonces

— —
IN- V]| (1, 3, =1)-(7, -1, 3) 1
cos(n/2 - 6) = = - ~ 0,039
vy 1AL 30 =DINT, =1 3 V649
8T 8T
2-0=— 9=n/2 — —.
"/ w0~ YT R0
Ejercicio 1.10. Calcule la distancia entre las dos rectas dadas:
x= 13+ 12¢ x= 6
hhiqy= 2 L:dy= 6+t
z= 8+5¢ z= -9

Solucion 1.10.

. > - .
Hallemos el plano n, que contiene a /; y a /. Sea V| y V> los vectores directores de las
rectas /; y a [, respectivamente

— —
71=(12,0,5  Vh=(0, 1, 0)

el vector normal del plano 7 es

P
12 =51+ 12k
0

ﬁ
N = (12, 0, 5)x (0,1,0) =

—_— O
[« RN T

es decir, N = (=5, 0, 12). Escogemos un punto de la recta /; (13, 2, 8), por lo tanto la
ecuacion del plano 7 es

7:-5(x-13)+0(y-2)+12(z-8)=0
esto es,
—-5x+12z-31=0.
Sea 4 = (6, 6, —9) un punto de la recta s
—-30-108 - 31| =@ _ 13
Vi 13

di(ly, b) = di(m, b) = diy(A,m) =
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Ejercicio 1.11. Halle la ecuacion del plano © que contiene a la recta

/= x+y—-z+1 =0.
B xX+2y+z =0.

v es ortogonal al planom : 2x —y+3z+1=0.

Solucion 1.11.

Encontremos un punto y un vector director de la recta /:
P=(1, -1, 1) € I, estoimplicaque (1, -1, 1) € m

[: es la interseccion de los dos planos, por lo tanto su vector director es

A

ﬁ
V=(,1,1)x(,2 )= =31-2j+k

p— e~
N —
—_——

H
V=@, -2 1.

. el
Si el plano 7y es ortogonal al plano que vamos a encontrar 7, entonces V' es paralelo a ;,
—
por lo tanto, el vector normal de 7,, lo cual lo denotamos por N, es

. ioj ok A
Ny=(3, -2, Dx(2, -1,3)=|3 =2 1|=-5i-Tj+k
2 -1 3
—_
Ny =(5, 7, -1).

y la ecuacion del plano m, es
Sx-D+7v+ D) -1z-1)=0

es decir,
Sx+7y-z+3=0.

38



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

1.4. Ejecicios del capitulo 1

1) Un cuadrado de lado 2a tiene su centro en el origen y sus lados son paralelos a los
ejes coordenados. Hallar las coordenadas de sus cuatro vértices.

2) Tres vértices de un rectangulo son los puntos A(2, —1), B(7, —1) y C(7, 3). Hallar el
cuarto vértice y el area del rectangulo.

3) Los vértices de un triangulo rectangulo son A(1, -2), B(4, —2) y C(4, 2). Hallar: a)
las longitudes de los catetos, b) el area del triangulo, ¢) la longitud de la hipotenusa
y d) los puntos medios de cada uno.

4) Dos de los vértices de un triangulo equilatero son 4(-1, 1) y B(3, 1). Hallar las
coordenadas del tercer vértice. (Dos soluciones).

5) Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es P(3, —2). Si la
abscisa del otro extremo es 6, hallar su ordenada. (Dos soluciones).

6) Hallar la ecuacion que expresa el hecho de que el punto P(x, y) es equidistante de
los puntos A(-3, 5)y B(7, 9).

7) Determinar en qué octante pueden estar situados los punto P(x, y, z) si:

a) xy>0.
by xz<0
c) xyz>D0.
d) xyz <O.

8) Dibujar el triangulo cuyos vértices se encuentran en los punto 4, By C. Determinar
si el triangulo es isosceles, rectangulo de ambos tipos o de ninguno de ellos.
a) A2, 1, 0), B@3, 3, 4), C(5, 4, 3).
b) A(-2, 6, 1), B(5, 4, -3),C(2, -6, 4).
¢) A@3, -4, 1), B(5, -3, 0), C(6, -7, 4).

9) Encuentre las longitudes de las medianas del triangulo con vértices en los puntos
A(l, 2, 3), B(-2, 0, 5)y C(4, 1, 5).

10) Considere la caja de la Figura 1.

a) Encuentre las coordenadas de los 7 vértices restantes.

b) Encuentre las coordenadas de los vértices si la caja se traslada 2 unidades en
el sentido negativo de x, una unidad en el sentido positivo de y, 1 unidad en el
sentido positivo de z. (Dibuje la caja).
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Figura 1

Una esfera es el lugar geométrico de puntos en el espacio que se encuentran a una
misma distancia » (Ilamada el radio) de un punto fijo C (llamado el centro).

Si el centro tiene coordenadas C(h, k, /) y el radio es r y P(x ,y, z) es un punto
cualquiera de la esfera. (Ver Figura 2).

Z |

Figura 2

La longitud del segmento PC es r, es decir:

PC=r
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Capitulo 1. Vectores rectas y planos

NE=h?2+G-k)+@Ez-12=r

x=hP+ -k +@E-1*=r. (1.1)
La igualdad (1.1) es la ecuacion de una esfera con centro en (%, k, [) y radio r.

En particular, si el centro es el origen, la ecuacion de la esfera es.

¥+ +2 =

Ejemplos
a. x* +)? + 22 = 4 representa un esfera con centro en (0, 0, 0) y radio 2. (Ver Figura
3)
z
1 (002

x 1(0,0,-2)

Figura 3

b. Demuestre que la ecuacion 2x? + 2y? + 222 + 4y — 4z = 2 — 4z es la ecuacion de
una esfera. Encuentre el centro y el radio.

Solucion: Se divide la ecuacion entre 2 y queda:
YAy +Z+2y-2y=1-2x

P A2x+Y 429+ -22=1 Jpor qué?

41



Capitulo 1. Vectores rectas y planos

Pr2x+ 1 -1+ e+ -2z 1 -1 =1 Jpor qué?
x+1)?+@+1)P?+@E-1=4  ;porqué?

Esta es la ecuacion de un esfera con centro en el punto (-1, —1, 1) y radio
r=2.

11) Encuentre la ecuacion de la esfera con centro en C y radio r. Dibuje la esfera y
encuentre otros 3 puntos de cada esfera.

a) C(0, 1, -1),r=4.
by C(-6, -1, 2),r =243.

12) Demuestre que la ecuacion dada representa una esfera; obtenga el centro, el radio y
grafique.

a) x>+’ +22+2x+8y—4z=28.
by ¥+y'+2 =z
) X4y 4+ +x-20+6z-2=0.

- —
13) Encuentre un vector V' con representacion dada por el segmento lineal dirigido 4B.
Dibuje 4By la representacion equivalente que empieza en el origen.

a) A(l, 3), B4, 4).
b) A@3, -1), B3, -3).

¢) A0, 3, 1), B2, 3, —1).
d) A(1, =2, 0), B(1, -2, 3).

14) Considere los vectores del ejercicio (1). Encuentre:

L= . ., -
a) Un vector unitario U en la misma direccion de V.

b) Unvector S en la direccion opuestaa V.

q
15) Encuentre un vector ¥ que tenga la magnitud y direccion dadas.

— T
V=3, 6=-.

a) IVl G
— 2

by VI =é, 92?-

H
o |Vl=2 6=n
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16)

17)

Dos remolcadores llevan un barco grande a un puerto, como se muestra en la Figura
4. El remolcador mayor ejerce una fuerza de 4000 Ibf sobre su cable y el menor
ejerce una fuerza de 3200 Ibf. Calcule el angulo 6 que debe formar la direccion del
remolcador grande con respecto al segmento 4B para que el barco navegue a lo largo
de larecta que vade 4 a B.

Figura 4

La Figura 5 muestra un aparato que se usa para simular las condiciones de gravedad
en otros planetas. Se ata una cuerda a un astronauta que realiza maniobras sobre un
angulo inclinado a un angulo de 6 grados con la horizontal. El astronauta pesa 160
Ib. Calcule las componentes x y y de la fuerza hacia abajo (Ver ejes en la Figura 5).

La componente y en la parte (a) es el peso del astronauta con respecto al plano incli-
nado. El astronauta pesaria 27 Ibf en la luna y 60 Ibf en Marte. Calcule los angulos 6
(con una precision de un centésimo de grado) para que el aparato del plano inclinado
simule la gravedad en esos lugares.

7Y

AJev

R
\g{\{yeo Lbf
S

Figura 5
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Demuestre que no existe un vector unitario cuyos angulos directores sean

R
wi N
IR

(Cual debe ser el valor del 3¢ angulo para que exista tal vector?

18) Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre 0 y
T ,
7 (Cual es el vector?

19) Encuentre el vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion del vector del
problema (6).

20) Considere los puntos 4, By C como en la Figura 6.
B

Figura 6

Observe que: CB = CA + ABy BC = AC — AB. Ver figura 4.

Exprese de manera similar los vectores ﬂ @ y CTB) de dos formas.

En los ejercicios 10, 11, 12 emplee un método analogo al que se usa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo: Considere el tridngulo con vértices 4, B, y C. Sean D y E los puntos
medios de los lados AB y BC respectivamente. (Ver Figura 6). Muestre que :

B B

Figura 7
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., e
Solucién: Tomando adecuadamente los vectores AB, BC'y AC, se observa que:

B
E

7l
3l

N[—=

Figura 8

Puesto que D y E son los puntos medios de ,ﬂ?} y B_é entonces
DB = ‘AB y BE = IBC Es decir, 4B = 2DB yBC 2BE. (Ver Figura 8).

Reemplazando en la anterior ecuacion 4B y BC se tiene:

% r
2(DB+BE)=4 (Por que?
,por qué?

AC [por qué?.

— = —
AB+BC=AC (1)

Figura 9

21) El poligono que resulta de unir los puntos medios de los lados de un cuadrilatero
cualquiera es un paralelogramo.
(Ver Figura 10).
. —_ S s =
(Sugerencia: Debe mostrar que EF = HGy EH = FG).
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Figura 10

22) El segmento de recta que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio es
la mitad de la diferencia de las bases. (Ver Figura 11).

(Sugerencia: Debe mostrar que EF = %(A_D) - 13_C>’). Considere el vector auxiliar AF )

Figura 11

23) El segmento de recta que une los puntos de lados no paralelos de un trapecio es
paralelo a las bases e igual a su semisuma. Ver Figura 12.

B C
e
A D
Figura 12
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24) Sugerencia: debe demostrar que EF = %(AD — BC), considere un vector auxiliar DB.
25) Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno de los dos.

a) #=3i+5j V=-6i—-10j.

by i=(2,3) V=(6,4)).

¢) U=i-2j+2k V=-2i+4j-4k
26) Seani = 3i+ jyV =i+ aj. Determine el valor de « (si existe) tal que:
a) i@y
b) iy

¢) Elangulo entre i y V es 7/4.

son ortogonales.
S

S
%
V' son paralelos.

d) El angulo entre il y ¥ es 7/3.

e) Elanguloentre iy Ves 7.

27) Demuestre que los puntos (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1)y (0, 1, 1) son los vértices
de un tetraedro regular, mostrando que cada una de las aristas tiene longitud V2.
Después utilice el producto punto para determinar el angulo entre dos aristas del
tetraedro.

28) Use vectores para demostrar que si AB es el diametro de una esfera con centro O y
radio r, y si P es otro punto de la esfera, entonces APB es un triangulo rectangulo.
(Sugerencia: Defina V| = OA, V, = OP, y escriba PA y PB en terminos de V; y 15).
Ver Figura 13.

Figura 13

29) Sean i, V y W tres vectores arbitrarios. Explique por qué el producto #Z.V.w. no
esta definido.
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30) Sean i, vy w vectores no nulos tales que w = ||| V + ||V]| #. Demuestre que bisecta
el angulo formado por i y V.

31) Los vectores d y b forman un angulo de 120°C, sabiendo que ||d]| = 3 y ||5|| = 5.
Calcular ||@ + b|| y ||@ — b||. Sugerencia: ||ill|* = u - u.

32) Los vectores i y V son perpendiculares entre si. Si ||i]] = 5 y ||| = 2. Determine
lliZ + Ay [l = V.

33) Demostrar la identidad
lli2 + VP + i = AP = 21l + IMP).

-

34) Dados los vectores unitarios i, Vv y w que satisfacen la condicion i + Vv + w = 0,
calcular iZ.V + V.w + il.w.

35) Sabiendo que ||i]| = 3 y V]| = 5, determinar para qué valores de « los vectores i + aV,
il — av son perpendiculares entre si.

36) Considere los vectores i y V. Encuentre Proysil, la componente escalar del vector
proyeccion. Grafique los vectores iZ, V'y Proyyid.

a) i=(1,1) ¥=(, -3).
by i=2i+) V=i-2].
¢) @=2i-3j+4k V=-2i-3j+5k

dy d=i-T7j+3k V=3i+4j+5k

37) Supongamos que el vector fuerza de la Figura 14 esta inclinado con un angulo de
30°C con respecto al suelo. Si el nifio ejerce una fuerza constante de 20 libras.
(Cuanto trabajo (en pies-libras) se realiza al halar el trineo una distancia de 100
pies a lo largo del suelo?.

Trineo

Linea de Movimiento

Figura 14
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38) Supongamos que las componentes horizontal y vertical de los vectores que se mues-
tran en la Figura 15 estan balanceados (la suma algebraica de las componentes hori-
zontales es cero, al igual que la suma de las componentes verticales). ;Cuanto trabajo
realiza la fuerza constante F (Paralela al plano inclinado) al halar el peso mg hacia
arriba del plano inclinado una altura vertical /.

N f

mg

Figura 15

Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a 7 = 2i —3j como a vV = 4 + 3k.
Sugerencia: Escriba cada vector en términos de sus componentes como por ejemplo:
u = (uy, uy, uz)y efectte los calculos.

39) Se dan los vértices de un triangulo 4(1, -1, 2), B(5, =6, 2) y C(1, 3, —1). Calcular
la longitud de su altura desde el vértice B al lado AC de dos formas:
a) Utilizando producto cruz.
b) Utilizando proyecciones.
40) Sean i y V vectores no paralelos si se tiene que .V = 2, ||i]| = 1, ||| = 4 y ademas
= 2(il x V) — 3¥, halle:
a) u-({V+w).
b) |b¥||. Sugerencia: Use el hecho de |[if]|> = i - il y el ejercicio 28.

¢) El angulo que forman i y w.
ﬁ
41) SupongaqueiZ # 0.

-V =1i-w. ;Se puede concluir que i = w?.
X Se deduce de ello que V = w?.

e
il X V=i X V. ;Se deduce de ello que ¥V = w?.

42) Pruebe que (&7 — V) X (il + V) = 2(id X V).

43) Sean il y ¥ vectores ortogonales y unitarios de R3. Si w es vector de R tal que

-

vV =W+ W X i, compruebe que:
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a) i es ortogonal a w.
by #@x(Wxi)=Ww.
o b= Axv+¥

Sugerencia: Use la igualdad v = w + w X i/ y el numeral (b).

dy il = ¥
Sugerencia: Use el numeral (¢) y el hecho de que @'y ¥ son vectores ortogonales,
unitarios y que |W||> = w - .
44) La Figura 16 muestra un terreno poligonal, con los angulos y longitudes medidas por
un topdgrafo. Determine primero las coordenadas de cada vértice y utilice después
el producto vectorial para calcular el area del terreno.

Figura 16

45) Repita el problema anterior con el terreno de la Figura 17.
225'

Figura 17

46) Utilice el triple producto escalar para verificar que:

a) Losvectoresid =2i+3j+k,V=1i—jyw=Ti+3j+ 2k son coplanares.
b) Los puntos P(1, 0, 1), 02, 4, 6), R(3, —1, 2) y S(6, 2, 8) son coplanares.

47) Demuestre que la recta que pasa por los puntos (2, —1, 5)y (8, 8, 7) es paralela a la
recta que pasa por los puntos (4, 2, —6) y (8, 8, 2).
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48) Demuestre que la recta que pasa por los puntos (0, 1, 1)y (1, —1, 6) es perpendicular
a la recta que pasa por los puntos (-4, 2, 1)y (-1, 6, 2).

49) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (0, 2, 1)y
es paralela a la recta que tiene ecuaciones paramétricas: x = 1 +2¢,y =3tyz=5—¢.

50) Encuentre los puntos en los que la recta anterior intersecta a los planos coordenados.
X — X

- X — zZ—Z
L_Yon ! y sea L, la recta dada por
a by i =

51) Sea L, larecta dada por: al

— z—-Zz . ’ .
Y 5 L ! Demuestre que L, es ortogonal a L, siy solo siaja,+b1by+cic; = 0.
2 (&)

52) Demuestre que lasrectas Ly :x = 1+t,y = -3 +2t,z=-2—-ty L, : x =17 + 35,
y=4+s,z=—-8—ys. Tienen el punto (2, —1, —3) en comun.

53) Demuestre que lasrectas Ly : x =2 —t,y=1+t,z=-2tyL, :x=1+5,y=-25y
z = 3 + 2s. No tienen un punto en comun.

54) Deduzca una expresion para calcular la distancia entre dos rectas.
Sugerencia: La distancia se mide a lo largo del vector vV que es perpendicular tanto
a L) como a L. Sean P un punto en L, y Q un punto en L;. Entonces la magnitud
del vector proyeccion de P_Q> sobre V (Proy;P_Q)) es la distancia entre las rectas. Ver
Figura 18.

Lé/ixlﬁ’)
1

H
[l Proyv PQJ|

\

L.

Figura 18

Halle la distancia entre las rectas:
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a)
lex—2=y—5=z—1
2 2 -1
x—-4 y-5 z+42
L,: = = .
2y 4 1
b)
x+2 y=-7 z=2
L = =
A —4 4
x-1 y+2 z+1
Lz: = =
-3 4 1

55) a) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (5, 1, 0) y es
perpendicular al plano 2x —y +z = 1.

b) (En qué puntos esta recta intersecta a los planos coordenados?
56) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los 3 puntos dados:

a) (0,0, 0)(1, 1, 1);(1, 2, 3).
b) (1, 0, =3);(0, =2, —4);(4, 1, 6).

57) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto dado y contiene a la recta
indicada:

a) (1,6, -4y;x=1+2t,y=2-3t,z=3—1.
by (0,1,2;x=y=cz

58) Encuentre el punto en que la recta intersecta al plano:

a) x=1+t,y=2t,z=3t;x+y+z=1.
by x=5y=4-t,z=2t+4;2x—-y+z=>5.

59) Determine si los planos dados son paralelos, perpendiculares o ninguno de los casos.
En este ultimo caso, encuentre el angulo comprendido entre ellos.

a) x+4y-3z=1,-3x+6y+7z=0.
b) 2x+4y-2z=1,-3z-6y+3z=10.
c) x+z=1Ly+z=1.
60) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion de los planos dados:
a) z=x+y,2x-5-z=1.
by 2x+5z+3=0,x-3y+z+2=0.
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61) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos
xX+y—z=2y2x—-y+3z=1ypasaporel punto (-1, 2, 1).

62) Encuentre la distancia del punto a la recta indicada:

a) (1,2,3),x=2+t,y=2-3t,z=>5t.

1 y-2
by (1,0, =51~ =7 z

oy

63) Demuestre que la distancia entre dos planos paralelos ax + by + cz = d, esta dada por
d, — ds|

Va? + b* + ¢?

Aplique esta formula para calcular la distancia entre los planos 3x + 6y — 9z = 4y
x+2y-3z=1.

d =

64) a) Graficarlosplanosy =3,z=-1,x+y=1Lx=z,x+2y+z=4.

b) Graficar en un mismo espacio, mostrando las intersecciones de los siguientes
planos:z+y=1,z=1yy=2.
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Capitulo 2
Matrices

Las matrices aparecen por primera vez hacia el ano de 1850, introducida por J. J. Sylvester,
y el desarrollo inicial de esta teoria, se debe al matematico W. R. Hamilton en 1853. Sin
embargo fue A. Cayley quien introduce la notacion matricial como una forma abreviada de
escribir un sistema de m ecuaciones lineales con 7 incognitas.

El concepto de matriz es una herramienta del algebra lineal que facilita el ordenamiento de
datos, asi como su manejo.

Definicion 2.1. Una matriz A m X n es un arreglo rectangular de mn niimeros reales (o
complejos) ordenados en m filas horizontales y n columnas:

ayp di s A
ay dxp Ay
aml Am2  **° dpp
La i-ésima fila de n es (a;1,ap, - - ,a;,) donde 1 < i < m. También se llama matriz de fila
1 X n.
La j-ésima columna de A4 es
alj
azj-
amj

donde 1 < j < n, también se le llama matriz de columna m X 1. Si m = n decimos
entonces que 4 es una matriz cuadrado n X n. También designaremos las matrices mediante
la notacion abreviada 4 = ().

2.1. Operaciones entre matrices
Definicion 2.2. Diremos que dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) son iguales si y solo
si, tienen el mismo numero de filas, el mismo numero de columnas, e iguales elementos

a;; = b;; para cada par (i, j).
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Definicion 2.3. Si A = (a;;) y B = (b;;) son matrices m X n y si ¢ es un numero real
cualquiera, definimos las matrices A + B y cA de la siguiente forma.

A+B=a,-j+b,‘j=c,»j lSlSm,lS]Sn

cA = ca;; = (cay),

A + By cA tiene el mismo tamano que las matrices A y B.

Ejemplo 2.1. Sean

TR S 7 -5 4
A:(O—S 6,) ’ B‘(—z ! 2)‘
Calcular 4 + By —44

Solucion 2.1.

13 -1 7 -5 4 8 -2 3
A+B‘(o -5 6)+(—3 1 2)‘(—3 4 8)

1 3 -1 4 —-12 4
(‘4)A‘(_4)(0 5 6 )‘(0 20 —24)'
Definimos la matriz O,,«, como la matriz cuyas componentes son todas ceros. Por ejemplo
la matriz O de orden 2 X 2 es
Oy = 00
2x2 — 0 0 .

Claramente el conjunto de matrices es conmutativo y asociativo con respecto a la suma.

Definicion 2.4. Si A = (a;)) es una matriz mXn, entonces la matriz A™ = al.Tj de nXm donde

T

a; =a; 1 <i<m 1< j<n, eslatranspuesta de la matriz A, esta matriz se obtiene

intercambiando las filas por las columnas de A.

Ejemplo 2.2. Sean

1 3 i 3 =7
A:(; 2 i) B=| 0o -1|, c=|l6 -5 1 |y D=
-2 -4 8 14 0

Calcular la matriz transpuesta a cada matriz:
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Solucion 2.2.

15 i 6 8
A"=13 6|, BT=(; _01 _42), C'=| 3 -5 1
2 7 -7 1 0

D'=(10 2).
Teorema 2.1. Sir» € Ry A y B son matrices entonces
a) AN =4
b) (4+B)7" =A4" + BT
c) (rA)f =rA”.
Demostracion 2.1.
La demostracion se propone como ejercicio.

Definicion 2.5. Sean A = (a;;) una matriz m X py B = (b;;) una matriz p X n. El producto
AB se define como la matriz C = (c;;) m X n, cuyos elementos c;; estan definidos de la
siguiente manera:

P
Cij = Za[kbkj.
k=1

Esto significa que el i-ésimo elemento de la matriz producto AB, es el producto de la i-
ésima fila de la A con la j-ésima columna de B.

ayn dp -t Al
ayp dyy -+ dyy bll b12 - blj A bln
. : by by - by -+ by,
Fila i-ésima . . . . ,
apg  dp o A : : : :
bp1 bpz . bpj ... bpn
aml Am2 " dpp

Columna j-ésima.

Observe que el producto entre matrices, A y B solo esta definido cuando el niimero de filas
de A es igual al nimero de columnas de B.

A, x B =AB

mxp pxn

s |
iguales

Tamano de AB
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1 6
Ejemplo 2.3. Sean 4 = bbb yB=| 0 7 |calcular AB.
2 2 4 3 s

Solucion 2.3.

Dado que 4 es una matriz 2 X 3 y B es una matriz 3 X 2, entonces 4B es una matriz2 X 2y
esta representada por

B - (1 -1 3) 0o :((1)(1)+<—1><0>+(3)(3) <1><6>+(—1><7>+<3>(5))
2 2 4 @)D+ @) +@B) )6 + )T+ 4)S)

35
_ (10 14
14 46 )
Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamafio, entonce 4By BA estan definidas.

1 2 -1 2 01
Porejemplo: Sid=| 0 3 4 |yB=]|3 1 4 |, estoimplicaque

110 010
1 2 -1 2 01 6 1 9
AB=]0 3 4 31 4 (=9 7 12
1 1 0 010 51 15
2 01 1 2 -1 3 5 =2
BA=|3 1 4 03 4 |=17 13 1|
010 11 0 0 3 4

Observacion. El producto de matrices no es conmutativo, es decir, AB # BA'y
(A4B)T = BTAT.

2
Ejemp102.4.SeanA:(; _xl i’)yB:[4],

y
siAB:( 162 ).Hallexey.

Solucion 2.4.
I x 3 2 2 +4x+ 3y 12
AB:(z -1 1) 4 :( 4—4+y )2(6.)’
entonces

2 +4x+ 3y 12

<
Il
N
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Por lo tanto x = —2.

El siguiente teorema muestra que la multiplicacion de matrices satisface a las leyes
asociativas y distributivas.

Teorema 2.2. Dadas las matrices A, By C. Si los productos (ABC) y (AB)C estan definidos,
entonces:

a) A(BC) = (4AB)C (Ley asociativa).

b) Suponga que A y B sean del mismo tamario. Si AC y BC estdn definidas, entonces
(A + B)C = AC + BC (Ley distributiva por derecha).

Si CA y CB estan definidas entonces C(A + B) = CA + CB (Ley distributiva por
izquierda).

Demostracion 2.2.

La demostracion se deja como ejercicio.

Definicion 2.6. /) La matriz escalar n X n denotada por:

01 0
I, =
00 - 1

tal que sus entradas en la diagonal principal son iguales a uno, y el resto de sus
componentes es igual a cero, es la matriz identidad de orden n.

2) Si A es una matriz cuadrada, definimos la potencia entera de A por induccion como:
A’ =1, A" = A4 para todn > 1.
1
-1 1

Ejemplo 2.5. Sea A = ( 0 ) demostrar que A*> = 24 — I. Calcular A'™

Solucion 2.5.

s 10 (10 (2
A2 =24 1_2(_11 o171 5
A3=A2-A=(1 0) 1

1

En general
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2.2. Sistema de ecuaciones lineales

Un cojunto de m ecuaciones de la forma

anx) t+apx +...+agux, = b]
ax1 Xy + apXxo + ... + Aoy, = by (D)
A1 X1 + Ay Xy + oo + QX = by,

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Una solucion del sistema es
una n-upla de nimeros (x1, X, ..., X,,) que satisface todas las ecuaciones. Ahora, definimos
las siguientes matrices

aiy ap o iy X by
) ay Ay X2 by

A = s X = P} b = s
Aml A2~ Amp Xn bm

observemos que

anxy +apx +---+agx,
a) x| +axyx, +---+ayux,

aip dip -t Ay X
dyy dxp -t dyy X2

Ax = =
Anl Am2 " Amn Xn

A1 X1 + AppXo + -+ -+ AyppXy
Por lo tanto el sistema (1) se puede representar de forma matricial de la forma AX = b,
donde 4 es la matriz de coeficiente del sistema (1).

La matriz aumentada del sistema (1) se escribe como [4:b]. Reciprocamente, cualquier
matriz con mas de una columna se puede considerar la matriz aumentada de un sistema
lineal. La matriz de coeficientes y la matriz aumentada son de gran importancia en nuestro
método de solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

2.2.1. Solucion de sistemas de ecuaciones lineales

Nuestro objetivo en esta seccion es encontrar soluciones al sistema lineal no homogéneo
[4:b] (homogeneo si b = 0). El procedimiento que sugeriremos consiste en manipular la

matriz aumentando [4:b] que representa a un sistema de ecuaciones lineales dado, hasta
llevarla a una forma mas sencilla en la cual se pueda deducir facilmente las soluciones.
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Definicion 2.7. Una matriz de orden m X n estd en forma escalonada reducida por filas,
cuando satisface las siguientes propiedades:

i) Todas las filas que constan solo de ceros, si las hay estdin en la parte inferior de la
matriz.

ii) Al leer de izquierda a derecha, la primera entrada distinta de cero en cada fila (que
no esté formada completamente de cero) es un 1, llamado la entrada principal de su

fila.

iii) Silas filas i, i+ 1 son dos filas sucesivas que no son ceros (todas sus componentes son
ceros), entonces la entrada principal de la fila i + 1 esta a la derecha de la entrada
principal de la fila i.

iv) Si una columna contiene una entrada principal de alguna fila, entonces el resto de
las entradas de estas columnas son iguales a cero.

Nota. Una matriz en forma escalonada reducida por filas podria no tener filas que consten
completamente de ceros.

Ejemplo 2.6. Escribir tres matrices en forma escalonada reducida por filas

Solucion 2.6.

1 0020

1 00 6 1 300 -5 00100
Az[O 10 —3] , Bz[O 013 4] , C=10000 4
000 1 0001 O 000O0°O
000O00O

Ejemplo 2.7. Escribir tres matrices que no estén en forma escalonada reducida por filas

Solucion 2.7.

1 305 1 2 3 4 (1) (1) g 2
A=10 0 0 O , B=|0 5 3 4 , C= 010 1
0013 001 2 00 1 4

No cumple (7) No cumple (i) No cumple (iii)

Estudiaremos ahora, la manera de transforma una matriz dada en una matriz en forma
escalonada reducida en filas.
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Definicion 2.8. Una operacion elemental por fila sobre una matriz A = (a;;) es una de las
siguientes operaciones

i) Intercambiamos las filas » y s de 4. Esto es, reemplazar a,,q,,,...,a,, por
ag1, A5, ..., Ay, Y TECIProcamente.

i1) Multiplicar la fila » de 4 por ¢ # 0. Esto es, reemplazar a,,q,s,...,a, por
Cay1,CUyyy ooy Clyy.

ii1) Sumar d veces la fila » de 4 a la fila s de 4, r # s. Esto es, reemplazar ay;, ay, ..., dg,
por ay +da,,ax +das, ..., ay, + da,,.

1 23
A= -1 0 2|
56

0

Ejemplo 2.8. Sea

al intercambiar las filas 1 y 2 de A obtenemos la matriz B, al multiplicar la tercera fila de A
por 2, obtenemos la matriz C y al sumar 3 veces la fila uno de A a la fila 3 de A obtenemos
la matriz D. Halle B, C y D.

Solucion 2.8.

-1 0 2 1 2 3 1 2 3
2 3|,C={-1 0 2 |, D=]-1 0 2
56 0 10 12 3 11 13
Definicion 2.9. Una matriz A de orden m X n es equivalente por filas a una matriz B de

orden m X n, si B se puede obtener al aplicar una serie finita de operaciones elementales,
por filas a A.

2 1 5
Ejemplo 2.9. Diga silamatrizA=| 1 2 =1 |esequivalente por filas a la matriz
-2 3 1
57 2
B=| -2 3 1
1 2 -1

Solucion 2.9.

Si, pues la matriz B se obtiene de la matriz 4 al hacer dos operaciones elementales: la
primera operacion es reemplazar la fila uno por 3 veces la fila 2 mas la fila 1. La otra
operacion elemental es intercambiar las filas dos y tres.
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Teorema 2.3. Toda matriz A de orden m X n distinta de cero, es equivalente por filas a una
unica matriz en forma escalonada reducida por filas.

Demostracion 2.3.
La demostracion se propone como ejercicio.
Expliquemos el teorema presentando los pasos que se le deben realizar a una matriz dada

A, para obtener una matriz en forma escalonada reducida por filas que sea equivalente por
filas a la matriz A. Utilicemos el siguiente ejemplo para ilustrar los pasos.

2 -5 4
A=11 -2 1
1 -4 6

= Paso I: Obtener un 1 en el vértice superior izquierdo de la matriz A. Podemos hacerlo
intercambiando la primera fila y la segunda de la matriz 4. Otra opcion es multiplicar
la primera fila por % Intercambiamos las filas uno y dos

I -2 1
A] = 2 —5 4
1 -4 6

» Paso II: Convertir todos los restantes elementos de la primera columna en ceros,
dejando el primero quieto. Basta para ello multiplicar la primera fila por -2 y sumar
el resultado a la segunda fila. Luego multiplicamos la primera fila por -1 y sumamos
el resultado a la tercera. Después obtenemos la matriz

1 -2 1
A =0 -1 2
0 -2 5

-1 .
_5 5 |Que aparece junto a los dos
ceros. Podemos obtener 1 en su vértice superior izquierdo multiplicando la segunda
fila por -1. Por consiguiente obtenemos la matriz

= Paso III: Repetimos el proceso en la matriz (

1 -2 1
A =] 0 1 =2
0 -2 5

= Paso IV: Multiplicamos la segunda fila por 2 y sumando esta en la tercera fila obte-
nemos la matriz

I -2 1
Ay=10 1 =2
0 0 1
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Finalmente llegamos a la matriz A4 la cual es una matriz escalonada reducida por filas.
Esta matriz A4 es equivalente en este sentido a la matriz 4.

2.2.2. Inversas de matrices cuadradas

En esta seccion vamos a definir la inversa de una matriz cuadrada, y explicaremos un
procedimiento para calcular dicha matriz. Finalmente vamos a utilizar la inversa de una
matriz cuadrada para resolver un sistema lineal de forma 4x = b.

Definicion 2.10. Una matriz A de orden nXn es invertible (no singular) si existe una matriz
B de orden n x n tal que
BA=A4AB=1,.

Donde I, es la matriz identidad de orden n X n. La matriz B es la inversa de A. Si no existe
tal matriz B no es invertible (matriz singular). La inversa de la matriz A se denota por A™".

— 3
Ejemplo 2.10. Sean A = ( ; ; )yBZ( : _/2 )

Calculemos 4By BA:

Solucion 2.10.

(2 3)\(-132\_(10)_
AB‘(z 2)(1 —1)‘(0 1)‘12'

(-1 3 \(23) (1 0)_
BA‘(l —1)(2 2)‘(0 1)‘12'

Por lo tanto concluimos que B es la inversa de 4 o que 4 es la inversa de B.
Teorema 2.4. Si una matriz A de orden n X n tiene inversa, entonces la inversa es unica.
Demostracion 2.4.

La demostracion se hara en la seccion de ejercicios.

Ejemplo 2.11. Sea 4 = ( i Z ) una matriz 2 X 2. Calculemos la inversa de A.

Solucion 2.11.
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Debemos de encontrar 47" = ( ;}V )ZC ) tal que

10
-1 _
AA —(1 0).

=@ b\(w x\ [aw+by ax+bz) (1 0
“Ned/\y z)] \ew+dy ex+dz ) \1 0}

Al igualar las componentes de las matrices, obtenemos

aw+bx = 1
cw+dy = 0
ax+bz = 0
cx+dz = 1.
Tenemos dos sistemas de ecuaciones 2 X 2
i aw+by =1 ) ax+bz=0
cw+dy=0 cx+dz = 1.
Resolviendo el sistema 1) obtenemos
d —c
w= = .
ad—bc > VT ad—be
Resolviendo el sistema 2) obtenemos
-b a
= zZ = .
x ad — cb s ad — cb

Por consiguiente

d b
A—l :( ad_—Cbc ada—bc ): 1 ( d —b )
ad-bc  ad-cb ad —bc \ —c¢ a
Es claro que A7! tiene sentido si ad — bc # 0. Este resultado nos dice que se puede
caracterizar la inversa de una matriz 2 X 2.

Teorema 2.5. Sean A y B matrices invertibles del mismo orden, entonces

1) A7! es invertible y
AhH"' =4

2) AB es invertible y
4By ' =B'4".
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3) AT es invertible y
(AT)—I — (A_I)T.

Demostracién 2.5.
1) A7! es invertible si podemos encontrar una matriz B tal que
A'B=B4A' =1,

como A~'4 = AA7", entonces B = A4 es una inversa de A~' y como la inversa es iinica
se concluye que (47")! = 4.

2) Por definicion de matriz invertible tenemos
(AB)YB'A™" = ABB YA = ALLA™ = 447" = I,.
(B'A™"YAB) =B (4'4B)=B'I,B=B"'B=1,.
Por lo tanto 4B es invertible y como la inversa de una matriz es unica, entonces

AB)' = B4,

3) Por definicién de matriz invertible de 4, tenemos A4~ =1, = A7' 4.

Al calcular la matriz transpuesta se obtiene lo siguiente:

Ay =1l=1, y @' =I=I,

entonces,
Aha” =1, y AT =1,
Por consiguiente

(AT)—I — (A_I)T.

Queda como ejercicio demostrar que si 4y, 4y, ..., A, son matrices invertibles nXn, entonces
Ay - Ay - .- A, es una matriz invertible y

(- Ay- o Ay =44 AT
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2.2.3. Meétodo para determinar 4!

Sean 4 = (a;;) una matriz invertible y A" = (b ;) su inversa. Los elementos de 4 y A7
estan ligados por las n? ecuaciones, de la forma

n

D auby; = 6y 2.1)

k=1

donde 6;; = 1sii = jyo;; = 0sii# j. Para cada aj fijo, consideramos el sistema no
homogéneo

n
Z aibij = 6y
k=1

de n ecuaciones lineales y con n incognitas by, byj, ..., by;.

Ahora, dado que 4 es una matriz invertible, cada uno de estos sistemas lineales, tienen la
misma matriz de coeficientes 4 y difieren sdlo en sus segundos miembros. Por ejemplo, si
A es una matriz 3 X 3, existen 9 ecuaciones lineales en 2.1 que pueden representar como 3
sistemas lineales que tienen las siguientes matrices ampliadas:

an ap a;z ;1 ay ap aiz 0 ap dp daps
ay ap axy : 0 ’ ay ap axy 1 ’ dp; dxp daxy;
ay axn az : 0 ay, axn az : 0 ay axn az ;1

Si llevamos las matrices ampliadas

100 : by 100 : bp 1 00 : by
010 :by| » 0105 bu| - 010 byl
00 1 : by 00 1 by 00 1 : by

o la forma escalonada reducida por filas y usamos el hecho de que los tres sistemas tienen
la misma matriz de coeficientes y resolvemos los tres sistemas al mismo tiempo, trabajando
con la matriz ampliada

ap dp a3 I 01

dy) dpy aAxs 0 01

as; dszp dsz 0 0 1
Este proceso nos conduce a

1 0 0 | by b bis

0 1 0 | by by by

0 01 b3y b3y bs;
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Finalmente obtenemos que la matriz de la parte derecha de la barra vertical es la matriz
deseada y la matriz de la izquierda es la matriz identidad. Note que si 4 no es una matriz
invertible podemos llevar esta matriz a la forma escalonada reducida por filas, pero en
este proceso uno de los elementos de la diagonal se convierte en cero, por lo tanto no
sera posible convertir la matriz de 4 a la matriz identidad. Resumiendo, podemos decir que
un procedimiento practico para calcular la inversa de la matriz A4 es el siguiente:

= Paso 1: Forma la matriz n X 2n [4:1,] obtenido al juntar la matriz identidad de 7, con
la matriz dada 4.

= Paso 2: Transformar la matriz obtenida en el paso 1 a su forma escalonada reducida
por filas, mediante operaciones elementales por filas. Todo lo que se le haga a una
fila de la matriz 4, también se le debe hacer a la fila correspondiente de /,.

= Paso 3: Suponga que en el paso 2 se obtuvo la matriz [C:D] en forma escalonada
reducida por filas

a) Si C =1, entonces D = A7\,

b) Si C # I, entonces C tiene una fila o columna llena de ceros y en este caso, 4
es no invertible, es decir, 4A~! no existe.

Ejemplo 2.12. Determine la inversa de la matriz A, dada por

1 1 3
A=(2 -1 4 ].
0 -1 1

La fila dos se cambia por la suma de -2 veces la fila uno mas la fila dos, y se coloca al frente
de la fila dos la notacion —2F, + F,

Solucion 2.12.

1 1 3:100 :
10 —2F + F) 0 -3 =2+ =21
01

2 1 40
0 =1 1:0 0 -1 1 : 0 01
11 3 : 100 11 3 : 10 0
ETI Y T T R ~F, o1 -1: 0 0 -1
P olo 3 2 21 0 0 -3 2 : 21 0
1103 1 0 113 : 1 0 0
01 =1 : 0 0 -1 1 01 =1 : 0 0 -1
3F2+F3 X —§F3
272 {00521 3)—"3100 1 -2 -1 32
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11o0: -1 3 -2 —-F,+F) 11o0: -3 ¢ -2
_—

010! & -1 -2 010 d -1 -2

o2 _1 3 2 _1 3

001 -2 -1 13 001 -2 -1 32

34 L _ _
-1 25 51 g 1 3 4 7
et R - e )

== B AL C R

2.2.4. Sistemas de ecuaciones lineales y matrices inversas

Si A es una matriz n X n, entonces el sistema lineal Ax = b es un sistema con z ecuaciones
y n incognitas. Supongamos que A es invertible, es decir 47! existe, entonces al multiplicar
la ecuacion Ax = b por A~!, obtenemos

A7'4x) = 47'b
A A)x = A 'b=>x=4""b.

Por consiguiente x = 4~'b es solucion del sistema lineal Ax = b, esta solucién x = A~'h es
unica puesto que 4 es invertible.

Teorema 2.6. Si A es una matriz n X n, entonces el sistema Ax = 0 tiene solucion no trivial
si y solo si A es no invertible (una solucion no trivial es una solucion distinta de cero).

Demostracion 2.6. (Demostracion por contradiccion) Supongamos que A es invertible,
entonces A~! existe y al multiplicar ambos lados de la ecuacién Ax = b por A~' obtenemos:

A Ax) =4 = U'Ax=0
ILx=0 = x=0,

lo cual es una contradiccion.

La proposicion: si 4 es no invertible, entonces Ax = b tiene solucion no trivial, se propone
como ejercicio.

Ejemplo 2.13. Consideramos el sistema
x+2y-3z=0

x=2y4+z=0
5x-2y-3z=0.
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Encuentre la o las soluciones del sistema homogéneo.

Solucioén 2.13.

La matriz ampliada de coeficientes del sistema esta dada por

1 2 =3 :0
A=11 =2 1 0 |-
5 -2 =310

llevemos la matriz A a la forma escalonada reducida por filas

-3 10 1 2 -3
1 -2 1 _ThEER Ly 4 g
s 2 30 0B o Zip o1
12 =310 2 =310
01 -1 :0 -1 0
—-F, + F;
01 -1 :0 0 0 0
1 -1 0 0 Fi+F> 1 0 -1
01 -1:0 01 -1
00 0 : 0 00 0

Recuperamos el sistema

oS O
_l‘b_

=
=)

Notemos que este sistema es equivalente al sistema inicial, es decir, tienen las mismas
soluciones. En general si tenemos un sistema de la forma Ax = b (donde b-puede ser cero),

y llevamos la matriz aumentada [4:b] a la forma escalonada reducida por filas a una matriz

aumentada [A4:c], entonces el sistema Bx = c tiene las mismas soluciones que el sistema

Ax = b.

Solucionando nuestro sistema, obtenemos
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Si hacemos z = ¢ donde ¢ € R, entonces

luego la solucion es (x, y, z) = (¢, t, t) = (1, 1, 1), ¢t € R; esto significa que el sistema
tiene infinitas soluciones.

Teorema 2.7. Si A es una matriz n X n, entonces A es invertible si y solo si el sistema
lineal Ax = b tiene una unica solucion para cada matriz b de n X 1.

Demostracion 2.7. Si A es invertible, podemos multiplicar la ecuacién Ax = b por A",
esto implica

A Ax) =47 = U'Ax=4""b
Lx=A4" = x=A4"b,

es decir, x = A7'b es la unica solucién.

Supongamos que Ax = b tiene solucion unica y demostremos que A4 es invertible.
Argumentemos por contradiccion, supongamos que x; y x; son dos soluciones distintas de
Ax = b.

Ax1 =b y AX2 =b

restando ambas ecuaciones
Axy —Ax, =0 = A()C] —)Cz) =0

como x| — x; # 0, entonces por el Teorema anterior, 4 no es invertible.

Podemos resumir los resultado que relacionan matrices con sistemas lineales Ax = by
Ax = 0, mediante las siguientes afirmaciones equivalentes

1) A es invertible.

2) Ax = b sdlo tiene la solucion trivial.

3) A es equivalente por filas a la matriz /,,.

4) El sistema lineal Ax = b tiene solucion unica para cada matriz b n X 1.

Estas cuatro afirmaciones equivalentes, significan que al resolver un problema que involu-
cra matrices o sistemas de ecuaciones lineales, podemos utilizar cualquiera de las cuatro
afirmaciones anteriores.
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2.3. Ejercicios resueltos del capitulo 2
Ejercicio 2.1. ; Cudles de los siguientes sistemas lineales tienen una solucion no trivial?.
a) x+y+2z=0 b)) x-y+z=0
2x+y+z=0 2x+y=0
3x—y+z=0 2x =2y +2z=0.
Solucion 2.1.

a) Formamos la matriz ampliada

1 1 2 :0 1 1 2 0
2 1 1 : Moqg;o
321 -1 0) B g 4 s i o
1 1 2 0
-1 -3 : 0
—4F2+F3 .
—_— 0o 7 :0

Como 4 se puede llevar a la forma escalonada reducida por filas, entonces 4 es invertible,
por lo tanto tiene solucion trivial.

b)
1 -1 1:0
A={2 1 0 :0
2 2210

Llevamos a la matriz 4 a la forma escalonada reducida por filas,

1 -1 1 :0 1 =1 1 0
» 1 0o 220t g 3 i,
2 220 220 o 0 0 o

al encontrarse una fila de cero en la matriz equivalente por filas a la matriz 4, por
consiguiente 4 no es invertible, por lo tanto tiene solucion no trivial.

Ejercicio 2.2. Determine todos los valores de a para los cuales la inversa de
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exista. ;Cudnto vale A™".?

Solucion 2.2.

Calculemos la inversa de 4, usando el procedimiento visto en este capitulo

110 00 1 1.0: 1 00
A=10 0 po| 2R Lo S1 0 211 o
12 a 01 HES o 1 4t 1 01
1 10: 1 00) F+F (1 0 0 o0
—_—
“10:-110 0 -1 0 : -1
F2+F3 .
0 a i -2 11 0 0 a i -2
i 100: 0 1 0
%F3 010 1 =10 donde a # 0.
_—
001 : -2 L 1

Ejercicio 2.3. ;Para qué valores de A tiene solucion no trivial?

A-Dx+2y=0
2x+(A-1)y=0.

Solucion 2.3.

F
o[- 2 0 2 2 A-1
2 A1-11:0 Froola-1 2 0

A-1
%Fz 1 — 0
—_
A-1 2 10
1 1 0
Fy,—(1-1)F, (1—1)(5—1) _ ]
0 —T+2 00

. -1y . ., ..
Si —(ﬂ% + 2 # 0, entonces A tiene solucion no trivial
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A2=-221+1
LI L L Pooas1#4 o P-21-3%0

2
A=-3A+1)#0 = 1#3 y A% -1,

es decir, el sistema tiene solucion unica sid # —1y A # 3.

Ejercicio 2.4. Sean A, By C matrices n X n
a) ;Cudando ocurre que (A + B)(A — B) = A> — B*?

b) Si AC = CAy BC = CB. Verifique que (AB)C = C(AB).

Solucion 2.4.

a)
(A+B)B—-A) = AA+ A(-B)+ BA+ B(-B)

= A*> - AB + BA - B,

El producto entre matrices no siempre es conmutativo, pero si 4B = BA se tiene la igualdad

(A+ B)(A—B) = 4> - B*.

b) Verifiquemos que (4B)C = C(4B)

(AB)C = A(BC) A(CB) porser BC =CB
(AC)B  porser AC = CA
CAB

C(4B).

Ejercicio 2.5. Dé condiciones sobre a, tales que el sistema de ecuaciones lineales

x+2y—z=1
2x+5y—-z=3
x+(a+2)y+ (@ -1)z=20.

a) No tenga solucion.
b) Tenga infinitas soluciones (dar solucion general).

¢) Tenga solucion unica (dar la solucion).
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Solucion 2.5.

Llevamos la matriz de coeficientes ampliada a la forma escalonada reducida
1 2 -1 1 1 2 -1 : 1
A=l2 5 -1 i3 el i S I S R

a2 @—1 i 2a) ZEF g 0 2t 2a—1

12 -1 : 1
_aF, + Fy 0 1 1 |
00 a®>-a @ a-1
Analizando la ultima fila de la ultima matriz

(@ -az=a-1

tenemos que:

Si
@ —-a=aa-1)=0 y a-1#0,

entonces el sistema no tendra solucion, ya que
0-z=0=a-1%#0
lo cual es una contradiccion. Ahora como
al@-1)=0 y a-1%#0,
esto implica que a = 0, luego el sistema no tiene solucion si a = 0. Si

aa-1)=0 y a-1=0

el sistema tendra infinitas soluciones, puesto que al llevar la matriz 4 a la forma escalonada
reducida por filas, obtenemos una matriz con una fila llena de ceros.

aa-1)=0 y a-1=0=a=1,

es decir, para que el sistema tenga infinitas soluciones a = 1

-1 : 1 —2F, + F, -3 : -1
_—

(=

2 1 0
1 1 01 1
0 0 :0 00 0 : 0
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Nuestro sistema de ecuacioenes lineales es equivalente al sistema

x=-3z=-1 = x=-1+3z
y+z=1 = y=1-z

Siz = t donde ¢ € R, entonces la solucion es
(e, y,2)=(-14+3t,1 -t,8) =(-1,1,0) + #3,-1,1) teR.

Sia(a—1) # 0, es decir, sia # 0y a # —1, entonces el sistema tiene solucion unica y la
solucion es

x+2y—-z =1
yv+z =1
@ -az = a-1
de la ultima ecuacion tenemos a-1 a1 !
u u z = = = —.
a-a ala—1) a
1
z=-, y+z=1 = y=1-z y:l—i
a
x+2y—z=1 = x=1+z-2y = x=l+£—2(l—%)
3
x=-1+-.
a

Ejercicio 2.6. Dado el sistema

x+2y-3z-4w =206
x+3y—-z-2w=4
2x 4+ 5y —2z-5w = 10.

a) Halle la solucion del sistema no homogéneo y dé dos soluciones particulares de éste.

b) Dé la solucion general del sistema homogéneo asociado y dos soluciones particu-
lares del sistema homogéneo.

Solucion 2.6.

a) Hallamos la solucion general del sistema no homogéneo, formando la matriz amplia-
da de coeficientes

12 -3 -4: 6
A=[13 -1 -1 : 4
25 2 -5:10
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llevamos esta matriz a una matriz escalonada reducida por filas

12 -3 -4 : 6 1 2 -3 -4 ¢ 6
13 -1 -1 : 4 BRI I T S S
25 2 -5 10, ) 20t gy g4 -2

-F 1+ F 3 .
00 2 1 : 0
recuperando el sistema inicial obtenemos

xX+2y-3z-4w=06
y+2z42w=-2
2z4+w=0.

De la ultima ecuacion se tiene que z = —zw, y de la segunda ecuacion tenemos

Vy+2z+2w=-2.

Por consiguiente

y+2(—%w)+2w=—2, y—w+2w=-2
y+w=-2, =  y=-2-w
De la primera ecuacion se tiene que
X+2y-3z-4w=06
x=6—2y+3z+4w=>x=6—2(2—w)+3(—%w)+4w

x=6+4+2w—%w+4w:>x:10+2w.

Asi que la solucion general del sistema es

x=10+%w
y=-2-w
1
Z=—=w
2
w=w
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Esta solucion se puede representar de la siguiente manera:

9 1
10+ zw, =2 —w,—=w,w)

(x,y,z,w) = > >
1 9 1
= (10,—2,—5,0)+W(§,—1,—5,1) w e R.

El sistema tiene infinitas soluciones puesto que para un cualquier valor de w tenemos
una solucion. Por ejemplo, si w = 0 entonces la solucion es

(x, y, z, w) = (10, =2, 0, 0).

Siw =4 lasolucion es (x, y, z, w) = (28, =6, =2, 4).

b) En general tenemos que si un sistema de ecuaciones lineales tiene infinitas solu-
ciones, la solucion general se puede expresar como la suma de la solucion del sistema
homogéneo asociado al sistema, mas una solucion particular (formada por los coefi-
cientes independientes, estos es, los coeficientes que no dependen del parametro) del
sistema no homogéneo.

9 -1
(x, y, z, w) = (10, =2, 0, 0) +w(5, -1, —, 1).
—_—
| S ——
1 2

1: Solucion particular del sistema no homogéneo.

2: Solucion del sistema homogéneo.

Ejercicio 2.7. Sean

1 00 1 11 2 -1 0
A= 1 1 2 | B=(1 2 2 y C=|-1 0 11|
-1 13 1 21 0 1 1

Simplifique y calcule X = 447'(AB™'C + AC)2B~'C )1,

Solucion 2.7.

Para simplificar nuestra expresion, factorizamos A a la izquierda y C a la derecha del se-
gundo factor, aplicamos las propiedades de la inversa y del producto de matrices.
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X = 447'UB'C+A0)2B'0O)!
1
= 47'4B™! +1)C(§c-‘(3—1)—‘)
= 4I(B‘1+0%CC‘1B

1
= 4I(B' + I)EB =2(B'B+ B)
= 2(I+B)=2I+2B.

1 00 I 11 4 2 2
X=2101 0 (+2f1 2 2|=]12 6 4|.
0 01 1 21 2 4 4

Ejercicio 2.8. Muestre que si A es una matriz simétrica e invertible, entonces A~' es
simétrica.

Por lo tanto

Solucion 2.8.

Como A es simétrica, entonces 4’ = A (definicion de la matriz simétrica) y como A
es invertible, entonces A~! existe. Debemos demostrar que 4~ es simétrica, es decir,
Ay =471

Tomando la inversa en 4 = A’ se tiene
AT =AY =AY luego A7 es simétrica.
Ejercicio 2.9. Sea A una matriz n x n tal que A* = 0. Verifique que
T-A)'=T+4+A4+ 4%
Solucion 2.9.

Debemos demostrar que lainversade I + 4+ A> + A>es I — A

T+ A+ A+ A N~ f— 4

I—A*=1

(I-A)I+A+ 4>+ 4

Ejercicio 2.10. Pruebe que si A* = 0 para k € Z* y AB = B, entonces B = 0.
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Solucion 2.10.

Como AB = B entonces A(AB) = AB = B luego A>B = B. Multiplicando de nuevo por 4
en ambos lados, 4(4%>B) = AB, esto implica que 4°B = B, siguiendo el mismo proceso, se
obtiene que

A'B=B

y multiplicando por 4 a ambos lados, obtenemos
AA"'By=4B = A'B=B

y como A% = 0 se concluye que 0B = 0 = B.
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2.4. Ejercicios del capitulo 2
)]
a) Determine la matriz 2 X 2, 4 = [a;;] parala cual a;; =i + j— 2.
b) Determine la matriz 3 X 4, 4 = [a;;] para la cual:
{i +josioi#]
aij = S
0 si i=]

¢) Considere la grafica que une los 4 puntos de la Figura 19. Construya una matriz de
4 x 4 que tenga la propiedad de que a;; = 0 si el punto i no esta conectado (unido
por linea) con el punto jy a;; = 1 si el punto u esta conectado con el punto ;.

2
3
1
4
Figura 19
2) Considere las matrices

3 1 23
= (39) m=( 2 38) e 1] oefa s
2 9 8 7

345 2 -1
E_(l 0 2) F_(_l | ) G=(41 3).
Calcule cuando sea posible las siguientes operaciones entre matrices y escalares.
Cuando no sea posible realizar la operacion explique por qué. 4 + F, A + B, 3B,

3B—-2E,B+ O donde (O = ( 8 8 )), A+ O, BD, BC, 2BE, 5GC, CG, ED.

3) Sea A una matriz cuadrada. Entonces 42 se define simplemente como 44. Calcule 42

Si:
1 -2 4
A=(2 0 3.
1 1 5

Asi mismo calcule A°.
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4) Sean 4 =
340 0 0 ds

12 3 d 0 0
2 0 -1 y D=|0 d, 0 una matriz diagonal.

Calcule AD, DAy D*. ;Qué puede concluir? ;Puede generalizar el resultado?.

-3 2
I 2.

5) (Es siempre cierto que (4 — B)(4 + B) = A> — B*?

31
2 1 2
6)SeanA—(_1 0 1) B—[—l l] y D=

-1 2 -4 2

Calcule AB, AD, B+ D'y compare A(B + D) con AB + AD.

7) Un torneo de tenis se puede organizar de la siguiente manera. Cada uno de los n
tenistas juega contra todos los demas y se registran los resultados en una matriz R,
de la siguiente manera:

R = 1 sieltenista i le gana al tenista j
Y10 siel tenista i pierde con el tenista ;.

Después se asigna al tenista 7 la calificacion

S;= Zn:RU + %ZHZ(R2)U,
=1 =1

Rfj es la componente ij de la matriz R>.

0
. 0
Para un torneo entre 4 tenistas R = 1
1

S oo =
—_ o = O
S O = O

Clasifique los tenistas segtin sus calificaciones.

8) La Figura 20 representa la conexion de lineas telefonicas entre 4 pueblos. Si g;; la
linea telefonica que conecta el pueblo i con el pueblo j. Construya la matriz
A = (a;;). Evalue 4% y pruebe que el elemento i; de esa matriz representa el niimero
de lineas telefonicas entre el pueblo i y el pueblo j que pasa exactamente a través de
el pueblo intermedio. ;Qué representan los elementos de 4 + A4%7.
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Figura 20

9) La matriz 4,, se llama nilpotente si A¥ = 0, la matriz cero, para algin k > 1.
Demuestre que las siguientes matrices son nilpotentes y encuentre el £ mas pequefio

tal que A% = 0.
013
a) A:(g é)b) A=|0 0 4|
000

10) La matriz 4 se llama idempotente si 4> = 4, de ejemplos de matrices idempotentes.

11) Escriba un sistema de ecuaciones adecuado para cada situacion. No resuelva el pro-
blema.

a) Una tienda de helados vende solo helados con soda y malteadas. Se pone 1
onza de jarabe y 3 onzas de helado con malteada. Si la tienda usa 4 galones de
helado y 5 cuartos de jarabe en un dia, ;Cuantos helados con soda y cuantas
malteadas verde? (Sugerencia: 1 cuarto=32 onzas; 1 galon=128 onzas).

b) Una compania trata de adquirir y almacenar dos tipos de articulos x y y. Cada
articulo x cuesta $3 y cada artticulo y cuesta $2.50. Cada articulo x ocupa 2
pies cuadrados del espacio del piso y cada articulo y ocupa un espacio de 1
pie cuadrado del piso. ;/Cuantas unidades de cada tipo pueden adquirirse y
almacenarse si se dispone de $400 para adquisicion y 240 pies cuadrados de
espacio para almacenar estos articulos?.

¢) Se desea obtener 200 litros de una solucion de acido nitrico al 34 %. Si tiene
soluciones al 28 %,40% y 45%, y se requiere que la cantidad a utilizar de
la solucion que esta al 28 % sea dos veces la cantidad de la solucion al 40 %.
(Qué cantidad de cada solucion se debe usar?
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d)

g)

Para terminar su grado de magister una persona completd 20 cursos en los
cuales recibid calificaciones de 4, By C. Su promedio final fue de 3.5. Si la
cantidad de calificaiones de 4 que recibio fue el doble que las de B y las de
B fueron el triple de las de C, ;Cuantas calificaciones de 4, B y C respectiva-
mente recibio, si por cada 4 recibe 4 puntos, por cada B recibe 3 puntos y por
cada C recibe 2?

Una firma de transporte posee tres tipos distintos de camiones 4, By C. Los
camiones estan equipados para el transporte de 2 clases de maquinaria pesada.
El nimero de maquinas de cada clase que puede transportar cada camion es:

Camidn
A
TipoA TipoB Tipo C

Clase 1 2 1 1
Maquina

Clase 2 0O 1 2

Figura 21

La firma consigue una orden para 32 maquinas de la clase 1 y 10 maquinas
de la clase 2. Encuentre el nimero de camiones de cada tipo que se requieren
para cumplir la orden, asumiendo que, cada camion debe estar completamente
cargado y el nimero exacto de maquinas pedidas es el que se debe despachar.
Si la operacion de cada tipo de camion tiene el mismo costo para la firma,
(Cual es la solucion mas econdomica?.

Un problema de administracion de recursos. Un departamento de pesca y caza
del Estado proporciona tres tipos de comida a un lago que alberga tres tipos
de peces. Cada pez de la especie uno consume cada semana un promedio de
1 unidad del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3.
Cada pez de la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades
de alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. Para un pez de la especie 3, el promedio
semanal de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1 unidad del alimeNto 2
y 5 unidades del 3. Cada semana se proporcionan al lago 25.000 unidades del
alimento 1, 20.000 unidades del alimento 2 y 55.000 del 3.

Si se supone que los peces se comen todo el alimento, ;Cuanto peces de cada
especie pueden coexistir en el lago?

Analisis de flujo de trafico. Sea una red de calles de un solo sentido en una
ciudad grande. Se quiere analizar el flujo de trafico y la direccion del trafico de
cada una de las calles, esta dada en la siguiente figura
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300 200 100
A
y A\
50 [A X B X Jc 00
A
X3 X
¢ y %
400 X6 X7 450
F AE D
A\ 4 \ 4
350 600 400
Figura 22

En varios sitios se han colocado contadores, y el nimero de carros que pasan
por cada uno de ellos en el periodo de 1 hora, aparece también en la Figura
22. Las variables xi, x», ..., Xs ¥ X7 representan el numero de carros por hora
que pasan de la interseccion 4 a la interseccion B, de la interseccon B a la
interseccion C, etc.

Primero se determinan los valores de cada x;, asumiendo que no hay parada
en el trafico, el numero de carros que llega a una interseccion debe ser igual al
numero de carros que sale de la interseccion. Con base en este supuesto que
tiene el siguiente sistema:

X1 +x3 =800 Flujo de trafico en la interseccion A4

X1 — X3 + x4 =200  Flujo de trafico en la interseccion B
Xy — x5 =500 Flujo de trafico en la interseccion C
X3 + x¢ = 750  Flujo de trafico en la interseccion F
X4 + xg —x7 = 600  Flujo de trafico en la interseccion £
—x5+x7 =50  Flujo de trafico en la interseccion D.
En el diagrama de la figura anterior, se reproduce una red de calles de una sola

via con el flujo de trafico en las direcciones indicadas. El numero de carros
esta dado como promedio de carros por hora.

Asumiendo que el flujo que llega a una interseccion es igual al flujo que sale
de ella, construya un modelo matematico del flujo de trafico. Si la calle que va
de C a A estuviera en reparacion, ;Cual seria el minimo trafico que se podria
permitir? ;Como podria obtenerse este minimo?.
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12)

13)

14)

15)

Escriba los siguientes sistemas en forma matricial (4x = b).

2x+3y+4z=1
| x3y4z 2+i)x; =51 =0
a —_ -
x=-3z X1+ (-2 +)x = 0.
4x+y—-z=6.
, ) (sinf)x; + (cosO)x, = a
+ —_— —
X1+ 2% = x3 d) { (cosO)x; — (sinO)x, = b
3xp+4x, —2x3 =7.
X3 =C.

En las matrices 4, By C efectte las siguientes operaciones elementales en el orden
indicado, sobre la matriz que se vaya obteniendo.

ﬁHﬁ’ 3](25 ﬁ_zﬁa J[l+J[29 ﬁ+aﬁ

4 1 -1 2 3 -a 1 i 0
A=]1 -2 3 B=|b -1 3 c=| -i 0 1 .
2 -1 3 2 =5 21 1+i 0 1-1i

Utilice el método de eliminacion gaussiana para encontrar todas las soluciones, si
existen, para los sistemas dados. (Si un sistema tiene infinitas soluciones, escriba 3
de ellas).

X1 —2x,+3x3 =11 3x1 +6x, —6x3 =9
a) dxi+x—x3=4 b) 2x1 = 5x, +4x3 =6
2x1 — X + 3X3 =10 —x1; + 16x, — 14X3 =-3
6x1 +x2 + 3x3 =20
X1+2X2—4X3=4
C) 4x; —xp +5x3 =4 d)
—2X1—4X2+8X3=—9
2x1+x —x3=7

x1+x2=4
e) 2X1—3X2=7
3x1+2x, =8

a) Resuelva el numeral ¢), del punto 11 e intreprete la respuesta en términos del
numero de camiones.

b) Resuelva el numeral f) del punto 11.

¢) Resuelva el numeral g) del punto 11.
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16)

17)

18)

19) Considere el siguiente sistema: {

Determine cuales de las siguientes matrices estan en la forma escalonada reducida
por filas, cuales en la forma escalonada y en cuales ninguna de las dos.

1 120 0 1 12 s 0
a)(éfzg) blo o 13 olo o o 1
00 00 00 00
20 0 0100 100
dlo 1 o0 e)l1 00 0 00 0]
00 -1 0000 00 1

Asuma que la matriz dada, es la matriz aumentada de un sistema reducido de
ecuaciones lineales.

1 -1 23 =20 6

100 1 : 4 0 0 01 -4 —-1: 4
@fo 10 1 :2 ®lo 0o 00 1 3
001 -1 :0 00 00 0 1
00 00 0 0 0

a) Escriba el sistema reducido de ecuaciones correspondiente a la matriz dada.

b) Encuentre, si existen, las soluciones al sistema.

Determine el valor de las constantes que aparecen en cada sistema (si existen) de
modo que este:

a) Tenga solucion unica (hallela).
b) Sea inconsistente.

c¢) Tenga infinitas soluciones (Dar la solucion general).

2x—-y+3z=1 Sx—-y+z=38
a){3x+2y—z=-b b)sS+ky+B+kz=17
X+ay—6z=-10 (k=5)z=(k-5)
x+2y-3z=4 8x+4y =1
) y3x—y+5z=2 d)Jkx+3y =1
dx+y+ (@ -14)z=a+2 3x + ky = 3.

2x+y—-4z=0
2x+y+z=0
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a) Encuentre una solucion no trivial del sistema.

b)

(Cual es el significado geométrico de esta solucion?.

¢) Pertenece el punto (1,2,1) al conjunto solucion.

20) Determine si la matriz dada es invertible, si lo es calcule la inversa.

o (52)

d)

sin@ cosf O
cosf —sinf 0 0eR.
0 0 1

21) Muestre que si 4, B, C son matrices invertibles, entonces 4BC es invertible y
(ABO) ' =C'B 47"

22) Muestre que si una matriz cuadrada de 4 satisface 4> — 34 + I = O, entonces A~ =
31 — A, (I es la matriz identidad).

23) Responda verdadero o falso, justificando su respuesta.

a)

b)

9
d)
e)
Vo)

g)

. . . . I
Si A es una matriz n x n invertible, entonces (@4)~' = —4~!, donde « escalar
(07
distinto de cero.

Si la matriz 4 es de tamafio n X n y satisface 4> — 24 + I = O, entonces A~!
existe y es igual a 4 — [. (I: matriz identidad).

Sean A, B'y C matrices n X n. Si AB = AC, entonces B = C.

Si A% = A, entonces (4B — ABA)* = O para toda matriz B.

Si 4, B'y C son matrices invertibles, entonces 4~'(4 + B)B™' = 47! + B!,
d 0 - 0 Va, 0--- 0

Sid= 0 & , entonces A~ = 0 Ve 0

Do Do

Si A y B son matrices invertibles n X n, entonces 4 + B es invertible.
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El determinante de una matriz cuadrada 4,, es un nimero real asignado a ella. El deter-
minante se suele denotar por: def(A) o también por |4|.

Det: My — R, det(4) = |4]

donde M, es el conjunto de matrices cuadradas n X n.

El determinante de una matriz es un numero que mide, entre otras cosas, si una matriz es
invertible. En este capitulo veremos como se calcula el determinante de matrices 2 X 2,
3 x 3, y después pasaremos al caso general de matrices n X n.

Definicion 3.1. Definimos el determinante de una matriz n X n en los siguientes casos:
m Paran=1y A4 =(a): det(4) = a.

an

] ParanzZyAz(
azi

aiz
. det(A) = dj1dy — dpday).
az

ay dp dps
u Pamn=3yA= daz) dpy dxs
dasy dz dss

det(A)=ajaxnass + axiaz1a;; + az1a23a12 — A13A00a31 — A23a3301] — A33021412.

Ejemplo 3.1. Calcule el determinante de
13 -1 2
A_(4 5) ’ B_(—S 10)'
Solucion 3.1.

det(4) = (1)(5) — (4)(3) = 5 — 12 = -7,

det(B) = (-1)(10) — (2)(=5) = =10 + 10 = 0.
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3.1. Geometria del determinante 2x2
app dap

Sead =| ax ax |elarea del paralelogramo con vértices P(0,0), Q(ai1, ax), R(aiz, ax)
as; dsx

y S(ai + apn,az + ax) es el valor absoluto de det(A).

Veamos un par de ejemplos donde se utiliza esto.

Ejemplo: Calcule el area del paralelogramo con lados V; = (3,0)y V, = (1,2)

V2 V1+V2

Ejemplo 3.2. Determine el drea del paralelogramo formado por los puntos P(1,2), Q(2, 3),
R(5,5)y S(6,6).

Solucion 3.2.

Traslademos el paralelogramo de manera que uno de sus vértices sea O(0,0). Para ello
elegimos cualquiera de sus vértices y se lo restamos a sus cuatro esquinas. Digamos que se
elije P(1,2). Asi el paralelogramo trasladado tendra como esquinas a:

Observemos, si efectivamente es un paralelogramo al cumplirse que

S'5,4)=00,)+R43)

1 4

det(A) = [ -

}=|3—4|=|—1|:1
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6 - o°
o o
I
3 [ oQ -
2 -
4 |
1 2 5 6

3.2. Regla de Sarros para un determinante 3 X 3

La regla de Sarros nos permite calcular el determinante de una matriz 3 X 3, esta regla
consiste en copiar la primera y la segunda columna de la matriz y colocarla inmediata-
mente a la derecha de la matriz. Posteriormente calcular los productos en diagonal de tres
elementos como se indica en la figura.

Los productos de izquierda-arriba con los elementos derecha abajo (flecha negra) se
multiplican por +1, mientras que los de izquierda abajo con los elementos derecha arriba
(flecha azul) se multiplican por -1; todos los resultados se suman.
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di duz,di_ | din , dn2
det(A)= d21 1 d22

ds1 d32’ ds3 ‘am ds2

1 21
Ejemplo 3.3. Calcule el determinantede A =| 3 0 1
-1 2 4

Solucién 3.3. Usando la regla de Sarros
1 21|11 2
[Al=] 3 0 1|3 0
-1 2 4]1-1 2

(DO + (D=1 + (H3)(2) = (=1)(O0)(1) = 2)(D)(D) = (HB)(2)
0-24+46-2-24=-22.

3.3. El menor (i, j) de una matriz

Suponga que 4 es una matriz n X n, el menor (i, j) de la matriz 4, representado por 4;; es
el determinante de la matriz que se obtiene de 4 eliminando la fila i y la fila ;.

Ejemplo 3.4. Calcule los determinantes Az, y Ay3 de la matriz

O N
AN — O
W N W

Solucion 3.4. Para calcular Az, de A no consideramos ni la fila 3 ni la columna 2, y
calculamos el determinante de la matriz resultante

| B~ =
N — O
Wi W

] , A32=[‘1‘;]=2—12:10.
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Para calcular 4,3, de 4 no consideramos ni la fila de 1, ni la columna de 3 y calculamos el
determinante de la matriz resultante:

1 0]3
4 T} , A32:[4 l]:54—5:21.
5

A= 1
613

3.4. El cofactor de (i, j) de una matriz

Definicion 3.2. Suponga que tenemos una matriz A n X n, el cofactor (i, j) de la matriz A

se define como:
Cy= (_l)Hinj

Ejemplo 3.5. Determine Cs, de la matriz A:

1 2 -1
34 0 |
0 1

-4

A=

Solucion 3.5.

Calculemos primero A43;:

_01 } =(1)0) - 3)(-1)=0+3 =3.

Por lo tanto C3; = (=1)**243, = (-1)’(3) = -3.

3.5. Definicion del determinante

La definicion formal del determinante de una matriz es la siguiente:

Definicion 3.3. Sea A una matriz cuadrada nxn. El determinante de A, el cual se simboliza
por |A| o por det(A), se define como: la suma de los productos de los elementos de la
primera fila de A, por sus cofactores correspondientes. Es decir:

n

4] =" ay,Cy;.

J=1

Observacion A pesar de que la definicion formal del determinante hace referencia a la fila
uno, el resultado fundamental es que puede calcularse sobre cualquier fila o columna, es
decir, si el desarrollo es sobre la fila i el determinante de una matriz 4 de orden n X n es:
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ay dip -t dig

dz dxp - dyy
A=

apl Ayt App

n
|4l = anCip + a12Cip + -+ + a;,Cy, = Z a;Cyj.
J=1
Desarrollo sobre la columna j

n
|A| = aleU + CZQJCQJ' + -+ anjC,,j = Z a,jCij.

i=1

Ejemplo 3.6. Determine mediante el desarrollo sobre la fila 2, |A| para

-1
0 |
-4

Solucion 3.6. Calculemos los menores sobre la fila 2

1
A=|3
0

— BN

2
1

1
4

‘ =2(-4)—(-1)(1) = -8+1=-7 , A= ‘ (1) :i ‘ = 1(-4)-(-1)(0) = -4

Ay = ’ -
1 2
por consiguiente

4] = 3(=1)*"1(=7) + 4(=1)*(=4) + 0(=1)*(=7) =21 = 16 + 0 = 5.

Cuando se usa el método de cofactores para el calculo de determinantes es importante
escoger una fila o una columna con la mayor cantidad de ceros posibles. Esto se debe a que
los cofactores correspondientes a los coeficientes que son ceros, no hace falta calcularlos.

Ejemplo 3.7. Determine el o los valores de A que hacen cero el determinante de la matriz

Solucion 3.7.

93



Capitulo 3. Determinantes

Calculemos el determinante de 4. Como la ultima columna de A tiene muchos ceros, de-
sarrollemos el determinante sobre ella.

|4l = ai3Ci3 + a3Cru; +a33Cs3 = a33Cs;3
- (—1>3+3[ 1Y ](1 -
= 2-D3 -1 -2).
Por consiguiente, los Ginicos valores para A que hace [A| = 0son A} =2, A3y 43 = 1.
Teorema 3.1 (Propiedades de los determinantes). Sean A, B € M,

1) det(A) = det(A") para toda matriz A,x,.
2) Si se intercambian entre si dos filas o columnas, el determinante cambia de signo.
3) Si una matriz tiene dos filas (o columnas) iguales, su determinante es cero.

4) Si se multiplica una fila (o columna) de A por un escalar A, el determinante de la matriz
resultante es igual a A por det(A).

5) Si A €K (donde K es un campo), entonces
det(A4) = A'det(A).
6) El determinante de una matriz no varia si a una fila (o columna) se le suma una combi-
nacion lineal de las resultantes.
7) Si una matriz tiene una fila (o columna) nula, su determinante es nulo.

8) det(AB) = det(A) - det(B). Frecuentemente det(A + B) # det(A) + det(B).

9) A es invertible si y solo si det(4) # 0.
1
det(A)
11) Si A es una matriz triangular inferior o triangular superior, entonces det(A) es el producto
de su diagonal principal.

10) Si A es invertible, entonces det(A™") =

Demostracion 3.1.

La parte (1) se demuestra por induccion sobre n. Para n = 1 y n = 2 el resultado es
inmediato. Supongamos que la propiedad es cierta para matrices de orden n — 1. Sean
A = (a;;) y B = A" = (b;;). Desarrollando det(A) por sus menores correspondientes a la
primera columna y det(B) por sus menores relativos a la primera fila tenemos:

det(4) = > (=) anldnl , det(B)= ) (=1)""'by|By .
i=1 j=1
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Pero por definicion de transpuesta tenemos que by; = a;1 'y Bi; = (4;1)". Puesto que hemos
supuesto que el teorema es cierto para matrices de orden n — 1, tenemos que |By;| = |4;],
luego las sumas anteriores coinciden término a término, es decir

det(A) = det(B).

La demostracion de 2) se deja como ejercicio.

Supongamos que las filas 7 y s de 4 son iguales. Intercambiamos las filas r y s de 4 para
obtener una matriz B. Entonces det(B) = —det(A). Por otro lado B = A de modo que
det(B) = det(A). Asi que det(4) = —det(A), luego det(A) = 0. Las demostraciones de (4),
(5), (6), (7), (8), (9), y (11) se proponen como ejercicios.

Demostremos (10). Como 4 es invertible, entonces 4 - A~! = I,,, aplicando determinante en
ambos lados, obtenemos

det(A - A7) = det(A)(A™") = det(I,) = 1.

Luego
A= .
del(d™) = 2o
Por 9) tenemos que det(A) # 0, luego
det(47") = :
efA) = T

3.6. Calculo de la inversa de una matriz usando determi-
nantes

Una pregunta interesante es, ;ja que es igual?

a;1Cyy + apCip + ... + a;,Cy, parai # k.

Responder esta pregunta es equivalente a encontrar un método para determinar la inversa
de una matriz invertible.

Teorema 3.2. Si A = (a;;) es una matriz n X n, entonces
aiCy +apCry + ... + 0;,Ciy = 0 parai + k
a1;Cik + a2jCo + ... + a4, jCr = 0 para j * k.

Demostracion 3.2.
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Demostraremos la primera formula, la segunda es consecuencia de la primera.

Sea B la matriz obtenida de 4 al reemplazar la k-ésima fila de 4 por su i-ésima fila. Esto
significa que B es una matriz que tiene dos filas idénticas la i-ésima y la k-ésima, por lo
tanto det(B) = 0. Los elementos de la k-ésima fila de B son a;;, ajp, ..., a;,. Los cofactores
de la k-ésima fila son a;y, ap, ... , 4, luego

0= det(B) = a,«lel + aizckz + ...+ ai,,C;m

lo cual queriamos demostrar.

Este teorema nos dice que si sumamos los productos de los elementos de cualquier fila (o
columna) por los cofactores correspondientes de cualquier otra fila (o columna), entonces
el resultado es cero.

Ejemplo 3.8. Sea:

verifique que

det(4 i i=k
ai1Ck1+a,~2Ck2+...+akan:{e() St 1

0 si i #k
Solucion 3.8.
Por definicion tenemos

2 3 1 3
Cyy = (-1)*! s 5 ‘: 19 , Cy = (-1)**? P ‘z _14
1 2
_ (_1)2+3 —
Coy =(-1) 4 s ‘ 3,

luego

a31Ca1 +anChn + a3ty = 4(19)+5(-14) + (-2)(3) =0
a11C21 + a12C22 + Cl13C23 = (1)(19) + 2(—14) + 3(3) =0.

De manera analoga llegamos a

det(4) si i=k

ailel + a,ngg + ...+ ai,,Ck,, = L
0 si i #k

De igual forma se llega a

det(A) si j=k

aUClk + aszZk + ...+ a,,jC,,k = {0 i j# k
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Definicion 3.4. Sea A = (a;;) una matriz n X n. La matriz adjunta de A de orden n X n
ad j(A), es la matriz cuyas componentes i, j es el cofactor C;; de a;j, es decir

Ci Cyu -+ apm

. Cpn Cpn -+ Cp
adjA=| . ) .

Cln C2n e Cnn

Ejemplo 3.9. Sea

Calcular adj(A)
Solucion 3.9.

Los cofactores de la matriz 4 son:

Cll — (_1)1+1A11 — (_1)1+1 — 6 2 - _18 : C12 — (_1)1+2A12 — (_1)3 — 5 2 - _17.
0 -3 1 -3
N 5 6 . 2 1
Cis= (=)' = (-1 =| ] ¢ ‘ S26 ; Co = (—1)P My = (1) = ‘ 2L | - .
301 3 -2
C22 = (_1)2+2A22 = (_1)4 = 1 =3 ‘ =-10 5 C23 = (—1)2+3A23 = (—1)5 = ‘ 1 0 ‘ = -2.
-2 1 3 1
Ci = (=1y" 433 = (-1’7 = ‘ z _62 ' = 28. Por lo tanto
-18 -6 -10
adjdy=| 17 -10 -1
-6 -2 28

Teorema 3.3. Si 4 = (a;;) es una matriz n X n, entonces

(A)ad j(A)) = (ad j(A))(A) = (det(A)l,,

es decir, si det(A) # 0, entonces

1
-1 _ .
A —del(A)ad](A).
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Demostracion 3.3.

app dyp -t dip
azy dyp - Aoy Cll C21 s le tee Cnl
A(adj(4)) = o oo oo G
ajp A4 Qg : : :
Cln C2n e Cjn e Cnn
anl dp2 " Qpp

Si multiplicamos la fila i-ésima de A4 con la columna j-ésima de adj(A), esto es

det(4) si i=]j

a,-lel + a,-zcjz + ...+ Cl[ann = X . .
0 si 0 # .

Esto implica que

det(4y 0 -+ 0
0 detd
adj(4) = ) = det(A)I,.
0 0 - det(4)

Analogamente si hacemos el producto (adj(A4))4, llegamos a que

(ad j(A)A = det(A),.

Si det(A) # 0, entonces A es invertible, luego existe 4~!. Aplicando 4~ a la Gltima

ecuacion, obtenemos
adj(A) = det(4) A™

1
A = ——adj(A).
det(Aa )

3 -2 1
Ejemplo 3.10. Calcular la inversa de la matriz A = [ 5 6 2 ]
1 0 -3

Solucion 3.10. Por el ejemplo anterior

-18 -6 -10
adj(A)=| 17 -10 -1
-6 -2 28
Ahora,
— (1)l 6 2 1\ 20 5 2 _1)\!+3 56
de(d) = (D3| 0 T+ EDTPE)| ] S+ EDTEO|

3(6(=3) = 2(0)) + 2(5(=3) — 2(1)) + 5(0) — 6(1)
3(=18) +2(=17) — 6 = =54 — 34 — 6 = —94,
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por lo tanto

1 (- 18 -6 -10
At'=—| 17 -10 -1 [.
4 6 -2 28
Teorema 3.4. Una matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0.
Demostracion 3.4.

Si det(A) # 0, entonces por el teorema anterior 4! existe y

1
-1 _ .
A —det(A)ad](A).

Supongamos que A4 es invertible, entonces
A4 =1,
Aplicando determinante en ambos lados de la ecuacion, obtenemos
det(AA™") = det(]),
luego det(A)det(A™") = det(I) lo cual implica que det(A4) # 0.

Podemos resumir nuestros resultados acerca de los determinantes, los sistemas ho-
mogéneos y las matrices invertibles en la siguiente lista de proposiciones equivalentes:

1) Elsistema Ax = 0 solo tiene solucion trivial.
2) A es equivalente por fila a /,.
3) El sistema lineal 4x = b tiene una unica solucion para cada vector b € R.

4) det(A) # 0.

3.7. Ejercicios resueltos del capitulo 3

Ejercicio 3.1. Calcule det(A) donde A es:

1 0 2 -3
-5 8 -1 0
4= 1 0 0 7
3 2 -1 -4

Solucion 3.1.
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Primero escogemos la fila o columna con mayor nimero de ceros. En este caso puede
escogerse la columna 2 que tiene dos ceros o la fila 3 que también tiene dos ceros. El
resultado es el mismo

1 0 2 -3
-5 8 -1 0
det(4) = 1 00 7/|° aCip + apCp +anCsn + apCy
3 2 -1 -4
-5 -1 0 1 2 -3
= D" 1 0 7 |+(=D*®|1 0 7
3 -1 —4 3 -1 —4
1 2 -3 1 2 -3
+ (=D*0) -5 -1 0 |+(=D*"?*@2)| -5 -1 0
3 -1 -4 1 0 7
1 2 -3 1 2 -3
=8/1 0 7 |[+2]-5 -1 0
3 -1 —4 1 0 7

Ahora calculemos los determinantes 3 X 3.

1 2 =3
1o 7| = (—1>“2(2>|1 / ’+(—1)2+2(0)’1 - +<—1>3+2(—1)|1 ‘3‘
3 -4 3 -4 1 7
3 -1 -4
1 7 -3
- —2‘3 I ’_—2(—4—21)+(7+3)_60,
1 2 =3
5 -1 0| = <—1)”3(—3>“5 - +(—1>2*3(0)’1 2 +(—1)3*3(7)"1 : |
1 0 1 0 -5 -1
1 0 7
1 2 =3
5 =1 0| = —=3(1)+7(=1+10) = =3 + 63 = 60.
1 0 7
Luego,

det(4) = 8(60) + 2(60) = 480 + 230 = 600.

Ejercicio 3.2. Use las propiedades de los determinantes para probar que

a+b a a a

a a+b a a | _ 3

a a a+b a = b(b+ 4a).
a a a a+b
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Solucion 3.2.

a+b a a a FRr — Fi-F, |b -b 00
a a+b a a _ a a+b a a|_
a a a+b a | F3s — F3-F, |0 -b b 0|
a a a a+b F, — F4—-F, |0 -b 0 b
1 -1 00 1 -1 0 0
b a at+b a a| F, — Fh-F b 0 2a+b a a| _
0 -1 1 0] 0 -1 1 0|
0 -1 01 0 -1 01
1 -1 0 0
Fy, — F,—-F; 3 0 4a+b a a 13
b 0 0 1 0 = b’(4a + b).
Fy, — Fy+Fy 0 0 0 1

Ejercicio 3.3. Sea A una matriz 4x4 y suponga que det(A) = 5. Calcule: det(A™"), det(24),
det(2A47") y det((247Y)).

Solucion 3.3.

11

a) det(d™) = —— = <.

b) det(24) = 2*det(4) = 16(5) = 80.

¢) det2A") = 2dera-ly = 2+ —_ = 10,
det(4 5
1 1

1
d) det((247")) = D"

Yide(d)  16xS 80
Ejercicio 3.4. Sea det(4) = 3 y det(B) = 4. Calcule:
a) det(AB) b) det(ABAT) ¢) det(B~' AB)
Solucién 3.4.

a) det(AB) = det(A)det(B) = (3)(4) = 12.

b) det(ABAT) = det(A)det(B)det(AT) = (3)(4)(3) = 48.

¢) det(B~'AB) = det(B~")det(B)det(A)= W det(B) - det(A4) = det(4) = 3.

Ejercicio 3.5. Determine todos los valores de A para los cuales
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Solucion 3.5.

Usamos cofactores sobre la fila 3 que tiene la mayor cantidad de ceros
A+2 -1 3
det| 2 aA-1 2 :(—n“%1+@‘152 if1|:o
0 0 A4+4
Por consiguiente
A+H((1+2)A-1)-(-D2) =0
A+4)(A2-2+21-2+2)=0

A+4)2+2)=0
(A+4)(A+ 1)) = 0.

Esto implicaque 4 = 0,1 = -4, 1 = —-1.
Ejercicio 3.6. Responda falso o verdadero. Justifique su respuesta
a) det(AAT) = det(4?).
b) det(—A) = —det(A).
c) Si AT = A7, entonces det(A) = 1.
d) Sidet(4) = 0, entonces 4 = 0.
e) Sidet(A) = 0, entonces det(adj(A)) = 0.
f) Si B = PAP™'y P son invertibles, entonces det(B) = det(A).
g) SiA* = I,, entonces det(A) = 1.
h) Si4?> = Ay A+ I,, entonces det(A4) = 0.
Solucion 3.6.

a) det(AAT) = det(A) det(AT), como det(A) = det(AT), entonces det(AAT) = (det(A))*.
Por otro lado

det(A4%) = det(AA) = det(A)det(A) = (det(4))’.

Por consiguiente det(AAT) = det(A4?). Esto significa que la proposicion es verdadera.
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—det(A) Sinesimpar

b) det(—A) = —det(14) = (-1)"det(4) =
) det(~4) e(ld) = (-1y'det(d) {det(A) Si n es par,
esto significa que la proposicion es Falsa.

c) Sea AT = A7, aplicando determinante en ambos lados obtenemos

det(A”) = det(A™").

Como det(AT) = det(A) y
1

det(A)’

det(A™") =

entonces

det(A) = = (det(4))* = 1.

det(A)

Luego det(A) = +1, luego la proposicion es falsa, puesto que la soluciones 1 o -1.

d) Falso, un contragjemplo es 4 = ( 5 é ), A # 0ydet(4) =0.
1
e) Como 4™ = der( A)ad 'j(A), aplicando determinante en ambos lados, obtenemos
e
1 n
det(A™") = det dj(A)| = det(ad j(4
ef(A™") = de (det(A)a i( )) (det(A)) et(ad j(4))

(det(4)"™") = det(ad j(A)),

si det(A) = 0, entonces se tiene que det(ad j(4)) = 0. Por lo tanto la proposicion es
verdadera.
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3.8. Ejercicios del capitulo 3

1) Calcule los siguiente determinantes suponiendo que

a b c
d e f|=10,
g h i
g h i
ay | -d —e —-f
2a 2b 2c

—c 5Sb-a a

by | -f Se—d d

—-i Sh-g ¢
c b a
¢ | —-i -h —-g
f e d
g h+3i i
d) d e+3f f].
2a 2b+6¢ 2c

2) Verifique la igualdad

I 1
a) X y z
2P 2

= =-xE-x)(z-y)

1 l+a 1+a 1+a
Il+a 1 I+a l+a| ;4
D) 14a 14a 1 1+4a|” ¢0atD

l+a 1+a 1+a 1

3) Determine el valor de x en cada caso:

x 3

a) ) 5‘—9
1 0 0

by |x* x-2 3|=3.
x x+1 x
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4) En los siguiente casos determine el valor del escalar A de modo que |4 — A/| = 0
donde / es la matriz identidad, y 4 es una matriz cuadrada

4 1 0 1
2 3 0 1
Dl 2 1 2 3
2 -1 0 5

. .o (2 -1
Ejemplo: SIA—(_4 2)

2 -1 10 2-1 -1
aear=( 2 )l )= (2 )

‘2—,1 -1

M=A=1"4 2-2

‘: Q-2 -)—4=4-41+ 2 -4 =2 —41=A1-4).

Para que |4 — Al] = 0, entonces A(1—4)=0,1=0061=4.

5) Utilice el método de eliminacion gaussiana para resolver el sistema: (4 — Al)x = _0>,
para cada A obtenido en el numeral (b) del ejercicio 4.

Ejemplo: Consideremos la matriz del ejemplo anterior:

A:( 2 _1) (A1=0,1=4).

-4 2
Para 1 =0:
A-Dx = 0
(A-0Dx = 0

2 -1 X1 _ 0 o 2)61 — Xy = 0
-4 2 X 1o —4)C1 + 2)62 =0.

El conjunto solucion es: x; = ¢ x, = 2¢ donde ¢ es un numero real.
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., Yy _ [t 1
otamblenx—(x2 )—( Zt)_t( ) ),teR.

Para A = 4:
ﬁ
A-Dx = 0
ﬁ
A-4Dx = O
2 -1 X1 _ 0 o —2x1 — Xy = 0
-4 2 X2 - 0 —4)(1 - 2)62 =0.
El conjunto solucion es: x; = —f x, = 2¢ donde ¢ es un numero real.

. fxr Y -t -1
otamblenx—(x2 )—( >y )—t( ) ),teR.

6) Sean (x;, y1), (x2, ¥2) puntos diferentes de R2. Pruebe que la ecuacion de la recta que
contiene estos puntos es:

X v 1
X, v 1
X, ¥, 1

7) Halle la inversa de las matrices
1
2 -1
-(33) 52 ]

1
Usando la férmula para la matriz inversa: A~ = mAd j(A).

S O W
S NN

2 10 1 0 2
8) Sid=| 3 4 5 |yB=| -1 1 1 |calcule Xy simplifique la expresion:
7 0 2 4

-1

XA = iAdj(A) +

-1
=7 2(47YYB - lA—‘ (lBA—‘) ] +(BY .

2 2

9) (Para qué valores de a la matriz 4 no tiene inversa?
- a-1 a+l
A= 1 2 3 .
2—-a a+3 a+7

10) Sea 4 una matriz n X n. Demuestre que det(Ad j(A)) = (detA)"'.
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11) Sean A y B matrices n X n. Demuestre que si 4 es invertible, entonces

det(B) = det(A™' BA).
12) Demuestre que:

a) Siaesunescalary 4 es una matriz n X n, entonces det(a(A4)) = a"det(A).

b) Si A es una matriz antisimétrica de n X n, entonces det(4”) = (=1)"detA (Una
matriz 4 es antisimétrica si A7 = —A).

¢) Si A esuna matriz antisimétrica de n X n y n es impar, entonces det(4) = =1.
(Sugerencia: use el resultado del numeral (b)).

d) Si A es ortogonal, entonces det(A4) = +1.
(una matriz A es ortogonal si 4 es invertible y A~! = 4").

13) Suponga que det(A) = 5y A es una matriz n X n. Encuentre:
a) det(34)
b) det(247")
c) det((24)™).

14) Use la regla de Cramer para resolver el siguiente sistema:

ax+by+cz=c+2a
a) {dx+ey+ fz=f+2d
gx+hy+iz=i+2gm

(Sugerencia: no desarrolle el determinante, use sus propiedades)

15) Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes proposiciones: reem-
place cada enunciado falso por una proposicion verdadera.

a) Si Ay Bsonsimétricas entonces 4B = BA.

b) Si 4 es invertible, el tamafio de 47! es igual al de 4.
¢) Lamatriz identidad es su propia inversa.

d) Lamatriz cero tiene como inversa una matriz cero.

e) Siuna matriz 4 contiene un elemento igual a cero se concluye que no es in-
vertible.
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g)

h)

b)

k)
D

Una matriz es invertible en el caso de que al menos uno de sus elementos sea
distinto a cero.

La matriz cuadrada A es invertible si y solo si |4] # 0.
La adjunta de 4 es la matriz de cofactores A”.
Si A es una matriz cuadrada y A7 es su transpuesta, se sigue que |4| = |A7].

El cofactor y menor de un elemento son iguales en valor absoluto pero difieren
en el signo.

Si Ay B son invertibles, A~'B~! = (BA)™".
Si 4 es invertible (A7)~ = 4.

Si A es una matrizn x ny |247"| = 2, entonces | — A7| = 4.
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Capitulo 4
Espacios vectoriales

En matematicas y en sus aplicaciones se presentan conjuntos donde tiene sentido y resulta
interesante considerar combinaciones lineales de los elementos de dicho conjunto; ejemplo
de lo anterior son: los nimeros complejos, los numeros reales de las funciones de R en R
etc.

Los conceptos claves del algebra lineal son la linealidad y la dimension espacial. A esto
nos vamos a dedicar en este capitulo.

Antes de dar la definicion de espacio vectorial, recordemos que es un campo o cuerpo.

Definicion 4.1. Un campo K es un conjunto no vacio de elementos con dos leyes de com-
binacion, que llamaremos adicion y multiplicacion, las cuales satisfacen las siguientes
condiciones

K, Sia, b € K entonces a + b € K (cerradura).
K, Sia, b, ceK,(a+b)+c=a+(b+c).
K; Existe un elemento que lo denotamos por 0 tal que 0+a = a+0 = a paratodo a € K.

K, Para todo a € K existe un elemento, que lo denotamos por

—a€ekK, a+(-a)=(-a)+a=0.

Ks a+ b = b+ a (conmutativa con respecto a la suma).

Ks Sia, b € K (cerrado con respecto a su producto).

K; Sia, b, c € Ka(bc) = (ab)c.

Ks Existe un elemento diferente a cero, que lo denotamos por 1, talquea-1=1-a =a.

Para todo a € K.

Ky Para todo a € K, a # 0 existe un elemento, que denotamos por a~! tal que a - a~

a'-a=1(a"! esel inverso multiplicativo de a).
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Ko Sia, b € K, ab = ba (se cumple la propiedad conmutativa con respecto a la multi-
plicacion).

Ky Sia, b, c € R, (a + b)c = ac + bc (se cumple la propiedad distributiva, con respecto
a la adicion).

Queda como jercicio, demostrar que el conjunto {0, 1} donde se define la suma por las
reglas0+0=1+1=0y 0+ 1 =1y lamultiplicacion se define por0-0=0-1=0y
1-1 =1 esuncampo. Ademas demostrar que R, Q, C los campos.

Definicion 4.2. Un espacio vectorial V sobre un campo K (espacio lineal); es un conjunto
no vacio de elementos, llamados vectores, con dos leyes de combinacion, llamada adicion
vectorial (o adicion) y multiplicacion escalar, que satisfacen las siguientes condiciones:

V1) Paratodo x, y € V, existe un tnico vector llamado x + y € V.

V5) Six, y, ze V,entonces (x +y) +z = x + (y + 2).

V3) Existe un vector 0 € V tal que 0 + x = x + 0 para todo x € V.

V,) Paratodo x € V, existe un —x € V tal que x + (—x) = (-x) + x = 0.

Vs) Paratodo x, y € V, x + y = y + x (Propiedad conmutativa).

Las propiedades del V; al Vs significan que el conjunto ¥ es un grupo abeliano con respecto
a la suma.

V) Paratodo x € V existe @ € K tal que aX € V.
V7) Sia, B e Kyx eV, entonces a(Bx) = (aff)x.

Vs) a(x+y) = ax+ayparatodo x, y € V'y @ € K (la multiplicacion escalar s distributiva
con respecto a la adicion vectorial).

Vo) (@ +B)x = ax + Bx paratodo a, B € Ky x € V. La multiplicacion es distributiva, con
respecto a la adicion escalar).

Vie) 1 - x=x-1=xdonde 1 e K.
Ejemplo 4.1. Ejemplos de espacios vectoriales

Solucion 4.1.

1) Sean V' = Ry K = R, entonces /' = R es un espacio vectorial sobre R, la suma de
dos vectores x + y € R = V'y ax € R @ € R. Suma y multiplicacion usual de R. Las
demas propiedades se verifican facilmente, asi como en los siguientes ejemplos de
espacios vectoriales.
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2) Sean C = V' y K = R, entonces C = V es un espacio vectorial, la adicion en C se
define de la forma usual si x,y € C entonces x + y € C y la multiplicacion de un
complejo x por un escalar @ es un complejo ax € C.

3) Sea K un campo cualquiera y sea V' = P el conjunto de todos los polinomios con
una indeterminada x con coeficientes en K. La adicion vectorial se define como
la adicion ordinaria de polinomios y la multiplicacion, como la multiplicacion
ordinaria de un polinomio por un elemento de K.

En particular P, el conjunto de todos los polinomios de coeficientes en K en la varia-
ble x con grado < n — 1 es un espacio vectorial.

4) SeaK=RyV={f: f:R—>R}sif, geV,entonces definimos la suma en V', de
la forma usual

(f+8)(x) = f(x) +g(x)

(f)(x) = af(x) V esun espacio vectorial sobre R.

5) SIK =R,V ={f: f: [a,b] = Rcontinuas}, V' es un espacio vectorial suma
de funciones continuas. Es una funcion continua si @ € Ry f es continua en [a, b]
entonces af es continua en [a, b].

6) K = R, V en conjunto de todas las funciones integrables en [a, b]. V' es un espacio
vectorial.

7) K = Ry V = El conjunto de todas las funciones diferenciables en / = (a, b) es un
espacio vectorial, puesto que la suma de dos funciones diferenciables en un interva-
lo I es una funcion diferenciable, y si una funcion diferencial se multiplica por un
numero real, la funcion sigue siendo diferenciable.

) V=R,K=R,x =(x, .. ,x,) € R" =V, x € R. La adicion vectorial y la
multiplicacion escalar se definen segun las reglas

(X1, X2, ooy X)) + (V15 Y25 cos V) = (X1 + Y1, X2+ V2, oy Xy + 1)

a(xy, X2, ..., Xp) = (X1, @X7, ..., @X,).

A este espacio se le da el nombre de espacio de coordenadas reales n-dimensional.
Si K =Q, ¥V = R”" también es un espacio vectorial.

El teorema que sigue es una consecuencia inmediata de los axiomas de espacios vectoriales.

Teorema 4.1. Sea V un espacio vectorial sobre K.

a) Og-X =0y paratodo vectorx € V'y a-0, =0, para todo a € K.
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b) a(—x)=—(ax).
¢) Enun espacio vectorial el elemento cero es unico.
d) En un espacio vectorial el inverso aditivo es unico.
e) Siax=0,entoncesa=00x=0;aeK, xeV.
f) Siax=ayya#0,entonces x = y.
g) Siax=pyyx#0,entonces & = L.
Demostracion 4.1.
Demostremos solo la parte ¢) y f).

¢) Suponga que existen dos elementos neutros de V, 0y, 0,.

(1)01+02=01 y (2)014—(,12:(,12

tomando x = 0y + 0,, en (1) llegamos a que x = 0y pero por (2) x = a, por lo tanto
01 = 02.

f) Seanx, y € V'y a € K, entonces a(x —y) € V a(x —y) = ax — ay si @ # 0, entonces

a(x —y) =0 = ax — ay esto implica que x = y.
Ejemplo 4.2. Determinar si los siguientes conjuntos son espacios vectoriales

Solucion 4.2.

a) Sean V' ={f: f(0) = f(1)} y K =R, entonces V' es un espacio vectorial sobre R. En
efecto, la suma se define como:

o (f+2)0) = f(0)+g(0) = /(1) + g(1) = (f + &)(1)
o (AN0) = 4£(0) = A1(1) = (A/)(1).

b) SeanK =Ry V ={f: [0,1] — R tal que fol f(x)dx = 0}, entonces V' es un espacio
vectorial sobre R.

Sean f, g € V f + g es integrable y Af es integrable. Mostremos que satisfacen la
condicion

o [(f+)@)dx = [ (f(x) +g)dx = [ fx)dx+ [, g(x)dx =0+0=0.
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o [[ANdx= [ Af(x)dx=A [ f(x)dx =20 = 0.

c) SeanK=RyV={f: f(x) = f(1 —x)para todo x € R}. JV es un espacio vectorial
sobre R. En efecto,

Sean f, g € V, entonces f(x) = f(1 — x)y g(x) = g(1 — x)

o (f+2)) = f(x)+gx)=f(1-x)+g(l-x)=(f+g)~-x
o (ANH)(x) = Af(x) = Af(1 = x).

4.1. Subespacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial sobre K, diremos que un subconjunto S de ¥ es un espacio
vectorial (o subespacio vectorial) si S es un espacio vectorial con respecto a las mismas
operaciones de adicion y multiplicacion escalar, definidas en V. Claramente el subespacio
vectorial es un espacio vectorial sobre el mismo campo K.

Teorema 4.2. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V. Entonces S es un
subespacio vectorial de V si y solo si satisface las siguientes condiciones:

i) Six, ye S, entonces x+y € S.

ii) Sixesya €K, entonces ax € S.

Las anteriores son propiedades de cerradura.

Demostracion 4.2.

» Es claro puesto que si S en un subespacio vectorial de V' satisface estas dos
propiedades.

= Basicamente tenemos que mostrar que 0, € S y cada elemento de S tiene inverso
aditivo. En efecto, 0, € S puesto que si x € S, entonces 0, = Oy - x € S por ii). Es
segundo lugar si x € S, entonces x € § pues —x = —1gx.

Ejemplo 4.3. Sea K = R. Algunos ejemplos de subespacios vectoriales y conjuntos que no
son subespacios vectoriales.

Solucion 4.3.

a) 0+0 = 0y a0 = 0, por lo tanto V' = {0} es un subespacio vectorial llamado subespacio
trivial.

b) Un espacio vectorial es un subespacio en si mismo.
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¢) Un subespacio de R?. Sea H = {(x, y) : y = mx} H es un subespacio de R?.

d) Otro subespacio de R*. Sea H = {(x,y,z) : ax + by + cz = 0;a,b,c € R}.

Nota. Las rectas de R? que pasan por el origen son subespacios de R?.

e) Demuestre que R no tiene subespacios propios. Sea H un subespacio de R. Si H #
{0}, entonces H contiene un numero real x diferente de cero. Por uno de los axiomas
de espacio vectorial

1 1
1=(—)x€H luego — € H,
X X

por lo tanto luego H no es el subespacio trivial, luego H = R, es decir R no tiene
subespacio propio.

f) Si P, denota el espacio vectorial de polinomios de grado < nysi0 < m < n,
entonces P,, es un subespacio propio de P,. Es claro por como se define la suma y la
multiplicacion escalar de polinomios.

g) Sea M, el espacio vectorial de matrices m X n, con componentes reales. Demuestre
que H ={4 € M,,, : a, = 0} es un subespacio vectorial de M,,,.

h) H = {4 € M,,, : A esinvertible}, muestre que H no es un subespacio vectorial de
M,,, (puesto que la matriz cero n X n no es invertible).

1) Sea

e ([0, 1]=el conjunto de todas las funciones continuas de [0, 1] a R.

e (C’[0, 1]= el conjunto de funciones con primeras derivadas continuas definidas
en [0, 1]aR.

Como toda funcion diferenciable es continua, entonces C’[0, 1] € C[0, 1]. Ahora
como la suma de funciones diferenciables es una funcion diferenciable y un multi-
plo constante de una funcion diferenciable es diferenciable, se ve que C’[0, 1] es un
subespacio de C[0, 1]. Se trata de un subespacio propio, por que no toda funcion
continua es diferenciable.

Teorema 4.3. Si (F,),ep es una familia de subespacios del espacio vectorial V, entonces
NrenFr = F es un subespacio de V.

Demostracion 4.3. Sea F, : r € M una coleccion indices de subespacios de V.

La interseccion N,y F, no es vacia, puesto que contiene al cero. Sean x, y € Ny F, y
a, B € Kentonces x, y € F, para todo » € m. Ya que F, es un subespacio ax + Sy € F, para
todo € M y por lo tanto ax + By € N,epF,- luego F' = N,y F, es un subespacio.
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4.2. Combinaciones lineales

Definicion 4.3. Diremos que un elemento x de un espacio vectorial V sobre K es una
combinacion lineal de elementos del subconjunto S = {x, X, ..., Xx,} Si existen escalares
C1y €2y v, Cp € K tal que:

X = CiX;.
i=1
Denotaremos por L(S) al conjunto de todas las combinaciones lineales de S. L(S') es lla-
mado envolvente lineal y se define como:

LiS)={xeV:ix=cix;+cx+...+c¢cx,dondex; e Vyc,eKi=1, ..., n}.

Se propone como ejercicio determinar en cada caso si el vector v es combinacion lineal de
los vectores dados
ayv=2, 1,5, vi=(,2,1), v=(1,0,2) vs=(-1,1,0).

b)v=4,2,2), v=(,-2,4, »=(1,375 v»n=0211).

¢)Si S ={i, j} € R?todo (x, y) € R? es una combinacion lineal de los elementos de S
dado que (x, ¥) = x(1, 0) + y(0, 1).

Analogamente si S = {i, j, k} € R3, entonces todo (x, y, z) € R? es una combinacién lineal
de los elementos de S, es decir

(x, y, 2) = ix +jy+ kz.

Mostremos que si S = {i, j, i + j} € R?, entonces todo (x, y) € R? es una combinacion
lineal de los elementos de S.

(x, y) =ci1(1, 0) + (0, 1)+ c3(1, 1)
(x,y) = (c1 + ¢35, 3 +C3).

Igualando componentes y resolviendo el sistema 3 X 3 obtenemos los valores de las
constantesc; = l,co, =y —x+lL,c3=x—-cy=x-1

v, ) = (LO+@E-x+1)0, 1)+ (x—-1)1, 1)
= (LO+O, y—x+D)+(x-1,x=1),=(x, y).
Teorema 4.4. Sea S = {x|, x;, ... x,} un subconjunto del espacio vectorial V. Entonces

L(s) es un subespacio de V. Ademas L(s) es el menor subespacio que contiene a S.
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Demostracion 4.4. Sean x = Zcixi yy= Z dix; € L(s). Entonces

i=1 i=1

xX+y (c1 +d))xy + ... + (¢, + dy)x, € L(S)
ax = a(cxy + ... + X)) = @c1X) + ... + @CyX,

(acy)x) + ... + (ac,)x, € L(S).

Demostremos la segunda parte:

Si F' es un subespacio que contienen a S, S C F, entonces toda combinacion lineal
X = ¢1x; + ... + ¢,x, de elementos S pertenece a F, luego L(S) C F, es decir, es el menor
subespacio que contiene al subconjunto A.

4.3. Dependencia lineal

Definicion 4.4. Un subconjunto finito S = {x, x2, ..., X,} de vectores del espacio vectorial
V sobre K es linealmente independiente si

axi+cexy+ ... +c,x, =0

implicaquec; =c¢; =...=¢, =0.

Diremos que S es linealmente dependiente si S no es linealmente independiente, es decir,
si existe al menos una constante ¢; # 0i = 1, 2, ..., ntal que c1x; + x5+ ... +¢,x, = 0. Los
conjuntos linealmente independientes los denotaremos por 1.i y los conjuntos linealmente
dependientes por 1.d.

Observacion
1) Si S ={x1, x2, ..., x,} es Li, entonces todo subconjunto B C § es L.i. En efecto. Sea
B ={x;, x5, ..., x,,} donde m < n. Si
C1X1 +C1Xp + oo + CpXp + Copp1 X a1 + oo + X, = 0
dondec; =c; =...=c¢p=cpy1 = ... = ¢, =0, luego Bes l.i.

2) Sea x € V, entonces {x} es lincalmente independiente si y solo si x # Og.

En efecto: si x # O y Ax = O entonces A = O,.

Si {x} es linealmente independiente, entonces no es posible que x = Og puesyaque 1 - x =
Oy seria una combinacion lineal no nula.

Ejemplo 4.4. Analice la dependencia o independencia de los sigientes conjuntos.
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Solucion 4.4.

a) Sea u;(f) = cos’ 1, uy(f) = sin’, us(f) = 1 para todo .
Muestre que u; + u, — uz = 0, por lo tanto uy, uy, u3 es linealmente dependiente.

b) S ={e1,ez,...,e,} SR” .S el li. y genera a R”.

¢) Seau,(t) =t"n=20,1, 2, ..,,t € R. El subconjunto S = {ugy, uy, up, ...,} s
linealmente independiente. Es suficiente mostrar que para todo n, los n+1 polinomios
ug, Uy, ..., U, son linealmente independientes.

n
Z " =ag+cit+ et + ..+, =0 para todo ¢. (1)
=0

Si ¢t = 0, entonces ag = 0. Derivando la expresion (1) obtenemos:
c1+ 20t + 3¢ + oo+ ne, " =0 si t = 0, entonces a; = 0.
Si seguimos asi hasta calcular la n-ésima derivada y evaluando en ¢ = 0, se obtiene
a, =0.
d) Sean ay, ay, ..., a, constantes, el conjunto u; = e“'*, u; = €%, ...,u, = ¢** son Li.

n

Z ce™ =0

k=1
por induccion sobre n. Sin =1
1" =0 = ¢; = 0 puesto que e > (.

Supongamos que el enunciado es cierto para n — 1, luego

n

che““:Ozcl =c=..=¢,=0. (*)
=1

Sea a,, el nimero mas grande de todos los a;, a,, ..., a,, entonces multiplicando ()
por e~*#* = () obtenemos:

n

Z @Y = 0 como ay — ay, < 0sik # M
=1

ey + Yhoy cpel@man% = 0 si x — oo, entonces ¢y = 0, luego para n es cierto.

Definicion 4.5. Se dice que un conjunto S = {xy, x,, ..., x,} de un espacio vectorial V,
generan a V. Si todo x € V se puede escribir como una combinacion lineal de ellos. Es
decir, para todo x € V existen escalares ay, a,, ..., a, tal que
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xX=avy+av, +..+a,v,.

Nota. Si.§ genera a V, entonces L(S) genera a V' puesto que S C L(S).

Ejemplo 4.5.

1) n+ 1 elementos 1, x, ..., x, generan a P,.

. a b
2) Mpy,, cuatro matrices generan a ( ¢ d ) € M>,.

Solucion 4.5.

)

P(x)=ay+a;x+ ...+ a,x"

[Ea)=elo o)eolao )<V o) ela )

A continuacion presentamos dos resultados sobre dependencia lineal

2)

Teorema 4.5. Si x es una combinacion lineal sobre {x|, x;, ..., x,} ¥ cada x; es una
combinacion lineal sobre {yy, v, ..., Vu}, entonces x es una combinacion lineal sobre
1> y2s woes Yake

Demostracion 4.5. Por hipotesis tenemos X = ), ¢;X;, y X; = ), ¢;;y;, entonces
X = Z bi(z ciyy) = Z(Z bicij)y;.
i J J i

Teorema 4.6. Un conjunto de vectores diferentes de cero {x1, xy, ..., x,} es linealmente de-
pendiente si y solo si x; es una combinacion lineal de los x; con i < k.

Demostracion 4.6. Suponga que {x|, x;, ..., x,} son Ld, entonces existe una relacion no
trivial entre ellos >iCi x, = 0. Entonces existe al menos un x, tal

que xi = ckz Cix; = Z(ck ci)x; con i # k el inverso es obvio.

i=1 i=1

Demostrar que si 4 C B, entonces L(4) C L(B). La demostracion se propone como un
ejercicio.
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4.4. Bases de espacios vectoriales

En esta seccion vamos a ver cuando un subconjunto de vectores de un espacio vectorial V
describen completamente al espacio vectorial V.

Definicion 4.6. Un conjunto A linealmente independiente que genera a un espacio vecto-
rial V, se llama base de V. La dimension de V es el numero de elementos que tiene
cualquier base de V.

Observacion Si 4 = {a;,a, ..., a,} es una base de dimension n de V, entonces todo x € V'

se puede escribir de forma unica como x = Zcia,-.

i=1
Teorema 4.7. Si A es un subconjunto L.i del vectorial E y v ¢ L(A), entonces AU {v} = B
es Li.

Demostracion 4.7.

Sea Z/lgb = 0 una combinacion lineal nula. Existen dos posibilidades: 4, = 0y 4, # 0.
beE
Si A, = 0, entonces Z/lgb = Z/lAa = 0, asi que A, = 0 para todo a € 4 por ser A Li, es
beB aeAd
decir A, = 0 paratodo b € B. Si 4, # 0y, entonces v = —Z(/l;l/la)a € L(A) lo que es una

. . acA
contradiccion.

Teorema 4.8. (Existencia de bases) Todo espacio vectorial finitamente generado posee una
base. Mas aun si {y\, 2, ..., ya} = G es un sistema de generados del espacio vectorial E,
entonces algun subconjunto de A de G es una base de E.

Demostracion 4.8.

Supongamos que G genera a E, podemos suponer que g; # 0 para todo k. Sea a; = g;.
Entonces {a;} es 1.i. Sea E| = lin{a,} (subespacio generado por {a, b}). Si G C E|, entonces
{a,} es una base de E. En efecto, todo x € E es de la forma

x=thgj j=1, .., n
=1

Como g; € £}, entonces g; = A;a; luego x = th/ljal = aa; donde a = th/lj.

— —
Si G no esta contenido en E, existe un g je G tal que g ¢ E;. Suplongamos que es
g ¢ E;. Sea a = g, entonces {a;, ay} es linealmente independiente por Teorema
4.7. Si G C lin{a;, ay}, entonces {a;, a,} es una base pues /in(G) = E es el menor
subespacio que contiene a E, asi que £ C lin{a,, ap} € E'y E = lin{a;, a}. Si G no
es un subconjunto de lin{a;, a,}. Supongamos que g = g3, como G es finito después
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de repetir el procedimiento un niimero finito de veces encontraremos un subconjunto
a1, ay, ..., a,} C g1, ..., goJp < nliquegeneraa E.

Esto significa que un subconjunto de n elementos que generan a £ cortan a los mas n
elementos linealmente independientes.

Teorema 4.9. Todas las bases de un espacio vectorial finito, tienen el mismo niumero de
elementos.

Demostracion 4.9. Suponga que A es una base con n elementos y B otra base cualquiera.
Ya que A genera a B es Li, entonces por el Teorema 4.7, el niumero m elementos de B debe
ser a lo mds ng, esto es m < n. Pero puede intercambiarse los papeles de Ay B para obtener
otra desigualdad m > n luego n = m.

Teorema 4.10. En un espacio vectorial de dimension n, todo subconjunto con mas de n
vectores es linealmente dependiente.

Demostracion 4.10.

Sea E un espacio vectorial sobre K de dimension ny 4 = {ay, ..., a,;1} un subconjunto
con n + 1 vectores. Argumentemos por contradiccion suponiendo que este subconjunto es
linealmente independiente.

n
Sea G = {g1,2,...,g,} una base, como a; = Z/l,gi combinacion no nula, podemos
i=1

sustituir a a; por un g € G, digamos g, por lo tanto {g;, a>1, ..., a,41} es Li, este proceso
lo podemos repetir hasta obtener un subconjunto i {g;, g, ....,2u, @u+1}. Esto es una
contradiccion debido al caracter maximal de {g|, g», ..., g}

Observacion.

= un conjunto de n vectores en R” siempre es l.d, sin > m.
= un conjunto de vectores 1.i en R” contiene a lo mas n vectores.
La demostracion de este resultado se deja como ejercicio.

Teorema 4.11. Todo subconjunto de un espacio vectorial de dimension n conformado por
n vectores linealmente independientes es una base.

Demostracion 4.11.

La demostracion se deja se como ejercicio.

Teorema 4.12. (Completacion de bases) Sea {a\, az, ..., a,} un subconjunto Li de un
espacio vectorial V de dimension n. Si p < n, entonces existen q = n— p vectores by, ..., b,
tales que el subconjunto {ai, a, ..., a, + by, ..., b,} es una base.
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Demostracion 4.12.

Sea E un espacio vectorial de dimension n. Si F, = L{a), aa, ..., a,}, entonces F'; C E
puesto que p < n. Sea b; € E — Fy, entonces {ai, ..., a,, bi}esli.

Sea F, = L{ai, ..., a,, bi}. De nuevo existe b, € E — F, tal que {ay, ..., a,, bi, by} es
Li, de este modo uno constituye vectores by, ..., b, tales que {a;, az, ...,a,, bi, ..., by}

un conjunto linealmente independiente, conformado por # vectores, luego este conjunto es
una base. (Puesto que todo conjunto con 7 vectores en un espacio de dimension » es una
base).

Teorema 4.13. Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V. En-
tonces H tiene dimension finita y

dim(H) < dim V.
Demostracion 4.13.

Sea dim(V) = n, cualquier subconjunto l.i en H es L.i en V, pero cualquier subconjunto 1.i
de H puede contener a lo mas n vectores. Si H = {0}, entonces dim(H) = 0y 0 < n. Si
H # {0},seav, # Oun vectoren Hy H, = L{v,}. Si H, = H, dim(H) = 1 y la prueba queda
completa. Si no elija un v, € H tal que v, ¢ H, y sea H, = L{vy, v,} y asi sucesivamente,

continue hasta encontrar vectores linealmente independientes vy, v,, ..., v, tales que H =
{vi, v2, ..., »}. El proceso termina hasta encontrar a los mas n vectores l.i, entonces
H=K<n.

Nota. : Cualquier espacio vectorial que contiene un subespacio de dimension infinita es de
dimension infinita.

4.5. Rango y nulidad de una matriz

En esta seccion obtendremos un método para calcular una base para el espacio vectorial
V' generado por un conjunto de vectores B = {by, ..., b,}. Este método produce una base
para ¥ que no necesariamente es un subconjunto de B. Ademas asociaremos a cada matriz
A € M, donde M,,x, el conjunto de matrices de orden m X n.

Sobre R, un niimero n € Ny, el cual veremos mas adelante, nos proporcionara informacion
acerca de la dimension del espacio de solucion de un sistema homogéneo Ax = 0 donde 4
es la matriz de coeficientes.

Los sistemas homogéneos tienen una funcion crucial en el algebra lineal, como ya se
observo anteriormente, un sistema homogéneo Ax = 0 tiene solucion trivial, en este caso
A es invertible o tiene infinitas soluciones, caso en que 4 no es invertible. Un problema
interesante en algebra lineal es encontrar una base en el conjunto de todas las soluciones
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del sistema homogéneo Ax = 0.
Sea A una matriz m X n, definimos los siguientes conjuntos:

Espacio nulo de la matriz 4 lo definimos por
Ny={xeR": Ax = 0} = espacio nulo de 4 o Kernel de 4.

Demostrar que N, es un subespacio vectorial de R”: definimos dim(N,) = v(4) como la
nulidad.
Observacion. Si N, = {0}, entonces v(4) = 0.

Ejemplo 4.6.
Sea
2 -1 3
A= 4 -2 6 |,
-6 3 -9
Hallar Ny y dim N.
Solucion 4.6.
2 -1 3 0 2 -1 3 0 2 -1 3]0
4 -5 6 0]l—=]1 0 0 0 0]l—=]10 0 0] O
-6 3 -9 10 -6 3 -9 10 0 0 01O

Por consiguiente tenemos 2x — y + 3z = 0, luego si hacemos z = s y x = t donde ¢, s € R,
entonces y = 2¢ + 3s. Esto significa que N es:

Ny={(x, y,2): (t, 2t +3s, s): t, se R} ={(x, y, z) : t(1, 2, 0) + s(0, 3, 1)},
Ny =L({(, 2, 0),(0, 3, D},

donde los vectores (1, 2, 0) y (0, 3, 1) son linealmente independientes y esto implica que
dim(N,) = 2.

El procedimiento para determinar a una base para el espacio Ny = {x € R" : Ax = 0} donde
A es una matriz m X n, es el siguiente:

1) Resolver el sistema homogéneo dado Ax = 0, usando reduccion por filas. Si la solu-
cion no tiene constantes arbitrarias, entonces el espacio solucion es {Oz»}, que no
tiene una base; la dimension del espacio N, es cero.

2) Si la solucion x € R” contiene constantes arbitrarias, escribir x como una combi-
nacion lineal de los vectores x;, Xz, ..., X,, podemos escribir las constantes como:
1, 82, ..., S, (también se les conoce como parametros).
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3) El conjunto de vectores {x;, x, ..., X,} €s una base para el espacio de N, y la dimen-
sion es p.

Observacion. En el paso 1, supongamos que la matriz en forma escalonada reducida por
filas, en la cual se ha transformado el sistema [4 : 0] tiene » filas no nulas, entonces
p =n—r,es decir la dimension de N es dim(Ny) =n —r.

1 -1 3
A=12 -1 10
3 =51

Llevamos el sistema [4 :] a la forma escalonada reducida por filas

1 -1 3 0
2 -1 10 ] 0

Ejemplo 4.7. Dada la matriz

determinar N,y dim(Ny).

Solucion 4.7.

F5 —>2F2+F3

1 -1 3 0
F2—>—2F1+F2 0 1 4 0
F3—)—3F1+F3 0 -2 -8 0

1 -1 3]0
0 1 41 0]
0 0 01O

Esto implica que la solucion del sistema homogéneo Ax = 0 es

x—y+3z=0
y+4z=0.

3 -5 1 0

Resolviendo el sistema homogéneo llegamos a que:

y = —4zy
x = y—-3z=-4z-3z=7z

Siz =t donde # es un parametro, ¢ € R, entonces la solucion es z = ¢, y = —4¢, x = 7t
Ny={(x, y, z) = (Tt, =41, t) =1(7, =4, 1) : t € R}.

Una base de N, es el conjunto B = {(7, —4, 1)} puesto que (7, -4, 1) genera a N4, luego la
dim(N,) = 1.

Teorema 4.14. Sea A una matriz de n X n, entonces A es invertible si y solo si dim(N,) = 0.
La demostracion se deja como ejercicio

Demostracion 4.14.
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4.5.1. Imagen de una matriz
Sea A una matriz m X n. Entonces la imagen de 4, denotada /mag A esta dada por:
Imag (A) = {y € R" : Ax = y para cualquier x € R"}.
Ejemplo 4.8. Imag (A) es un subespacio de R™.
Solucion 4.8.
En efecto. Sean y, y, € Imag (A4), entonces existen x;, x, € R” tal que y; = 4xy, y, = Ax;
m A(x) + Xxp) = Axy + Axy = y1 + y2, luego y1 + ¥, € Imag(A4); donde x; + x, € R".
= A(ax) = ad(x) = ay, luego ay € Imag (A) (existe ax tal que y = A(ax)).
Definicion 4.7. El rango de una matriz m X n es p(A) = dim((4)).

Calcular la imagen de una matriz usando la definicion (4) puede ser un poco dificil; veamos
algunos resultados que nos pueden ayudar a calcular este conjunto de una forma mas sen-
cilla.

Definicion 4.8. Sea A una matriz m X n, donde {fi, fa, ..., fu} son las filas de A y
{c1, ¢, ..., ¢} sON las columnas de A, entonces se define:

R, = espacio de filas de A = L({f1, fos s fn}),

es decir, el conjunto generado por las filas de A y

C,4 = espacio de las columnas de A = L({c, ¢z, ..., Cu}),

esto es el conjunto generado por las columnas de A.

R, es un subespacio de R" y C es un subespacio de R”, esto es facil de ver.

Teorema 4.15. C,= imagen de A, es decir que la imagen de una matriz A es igual al
espacio de sus columnas.

Demostracion 4.15. Mostremos que Imag(A) € C4. Sea y € Imag (A), entonces existe un
x € R" tal que y = Ax, pero Ax se puede expresar como una combinacion lineal de las
columnas de A.

apy, ayp ... di, X1 anxy +apx +---+a,x,
ay; dy ... dyy X2 aiX1 +axyxy; + -+ ayx,

Ax = = R
aml Am2 .. dpp Xn A1 X1 + Ay Xo + 00+ Qun Xy
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aj ap aip

an ay Aoy
y=Ax=x . + X . +o X, . s

am1 am2 Amn

esto muestra que y € Cy.

Mostremos que C4 C Imag (A). Seay € Cy, entonces y = Ajcy + Ay¢; + ... + A,¢p, S1

A
A ]
x=| . |,entoncesy = Ax; luego y € Imag(A4), es decir C4 C Imag (A).
An
Teorema 4.16. Si 4 es una matriz de m X n, entonces

dim(R,) = dim(C,) = dim(Imag (4)) = p(4).

Demostracion 4.16. Sean ¢y, ¢, ..., ¢, las columnas de A. Para determinar la dimension
del espacio generado por las columnas de A, tomamos la ecuacion

Adicy + ey + ...+ A0, = 0.

Ahora transformando la matriz aumentada [4 : 0] de este sistema homogéneo en su forma
escalonada reducida por filas. Los vectores correspondientes a las columnas que contienen
a los unos principales forman una base para el espacio generado por las columnas de A.
Asi el rango de las columnas de 4 es el numero de unos principales. Pero este nimero es
igual al nimero de filas no nulas en forma escalonada reducida por filas, que es equivalente
por filas a 4, de modo que es el rango por filas de 4, asi el rango por filas de 4 es igual al
rango por columnas de 4.

Ejemplo 4.9. Encuentre una base para Imag (A) y determine el rango de A p(A).

2 -1 3
A= 4 -2 6 |.
-6 3 -9

Solucion 4.9.

2 -1 3 2 -1 3
A= 4 =2 6 |=|0 0 0 R, = gen{(2, —1, 3),}
-6 3 -9 0 0 0
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2 4 -6 2 -6
AT =1 -1 =2 3 [->]0 0
3 6 -9 0 0

dim(C,) = dim(R,) = 1.

S O B

] Cy =gen{2, 4, -6} = Imag (A),

Otra forma es ver que 7, = 2r; y r3 = —3r1, luego Cy = gen{r,}, dim(Cy) = 1.
El nucleo se calcula:
2x—y+3z=0=y=2x+3z,

Ny={(x, y, 2) 1 (x, 2x + 3z, 2)} = {(x, », z) : x(1, 2, 0) +z(0, 3, 1)}

Ny =gen{(1, 2, 0),(0, 3, 1)} w(4) =2.

Observe que para As,;3:
pA)+v(4)=1+2=3.
En general tenemos que si 4 es una matriz m X n, entonces
p(4) +v(A) = n.
Es decir, el rango de una matriz 4 mas la nulidad es igual al numero de columnas de 4.

Ejemplo 4.10. Sea

1 2 1 3
2 1 -4 -5
A= 7 8 =5 -1
10 14 -2 8

Calcular el rango y la nulidad de la matriz A.

Solucion 4.10. Llevamos la matriz A a la forma escalonada por filas

1 2 1 3 1 2 1 3
2 1 -4 5| F—2F+F |0 -3 -6 -I11
7 8 =5 -1 | Fs>-TF+F; |0 -6 —12 -22 | F3 - —2F, + F;
10 14 -2 8 ) Fy—»—-10F,+F, {0 =6 —12 -22 ) Fy— —2F, +F,

I 2 1 3
0 -3 -6 -11
0 0 0 O
0 0 0 O
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Como la matriz llevada a la forma escalonada reducida tiene dos filas distintas de cero,
entonces

pA)=2 p(A)+v(d)=n

2 + dim(N,) = 4=v(4) = 2.
Si 4 es una matriz cuadrada de orden n X n, entonces su rango sirve para determinar si la
matriz es invertible o no, como lo muestran los siguientes resultados:
Teorema 4.17. Una matriz A de orden n X n es invertible si y solo si p(A) =r = n.

Demostracion 4.17.

Supongamos que 4 es invertible, entonces 4 es equivalente por filas a /,,, luego p(4) = n.
Demostremos la otra implicacion. Sea p(4) = n. Supongamos que A es equivalente por
filas a una matriz B en forma escalonada reducida por filas. Entonces p(B) = n, por lo tanto
las filas de A debe ser linealmente independiente, por consiguiente B no tiene filas nulas y
como esta en su forma escalonada reducida por filas, debe ser 7,. Asi que 4 es equivalente
por filas a 7, luego A4 es invertible.

Teorema 4.18. Sea A una matriz de orden n X n.

a) p(A) = nsiy solo sidet(4) # 0.
b) El sistema Ax = b tiene solucion unica si y solo si p(A) = n.
¢) El sistema homogéneo Ax = 0 tiene solucion trivial si y solo si p(4) = n.

d) seav = {v, ..., v,} un conjunto de n vectores en R" y sea A la matriz cuyas filas (columnas)
son los vectores de S. Entonces S es linealmente independiente si y solo si det(4) # 0.

Demostracion 4.18.

La demostracion se deja como ejercicio.

4.6. Cambio de base

Las bases estandar en los espacios vectoriales se usan ampliamente por lo “sencillo” de
trabajar con ellas, pero en ocasiones ocurre que es mas conveniente trabajar con otras
bases. Vamos a ver como cambiar de una base a otra mediante el calculo de cierta matriz.

Los vectores tiene significados independientes de cualquier elemento particular de las
bases independientes de cualquier sistema de coordenadas, pero sus representaciones

127



Capitulo 4. Espacios vectoriales

dependen enteramente de las bases escogidas.

Sean B; = {( (1) ),( (1) )} y B, = {( ?l) )( _21 )} bases de R?. Es facil ver que B, y B, son

bases de R2.

x
SeaxeRz,xz( !

es claro que
X2

X1 _ 1 + 0 _ "
X =X 0 X2 1 = XUy + XUy,

. , , . X1
esto significa que x esta expresado en términos de la base B, esto es (x), = ( N ) pero
2

como B, es una base de R?, existen constantes cy, ¢, tal que
1 -1
X =C 3 + 7 ,

Problema Como encontrar las contantes ¢; y ¢,? Para solucionar este problema escribimos
los vectores de la base B; en términos de la base B,.

_1_%1_2_1_2_3 ()_2/5
uy = 0/ 5|3 3 2 —5V1 SVz 5 Up)p, = -3/5

o\ _If1) I{-1)\_ 1 1 (15
U, = 1 = g 3 + g ) = EV] + sz 5 (M])Bz = 1/5 .

Por lo tanto

¢
esto es, (X)g, = ( ! )

(&)

X = XUy + XUy = X1(2/5V1 - 3/5V2) + XZ(I/SVI + 1/5\/2)
V1(2/5X1 + 1/5X2) + V2(—3/5X1 + I/SXZ),

esto implica que

2 ]

C] = le 5)62
-3 1

c| = ?Xl + ng

[ ) 2/5x1 +1/5x; _ 2/5 1/5 X1
@r =\ o) |7\ 35w+ 1750 ) =\ =35 175 x|
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A es la matriz de transicion de B, a B;.

Si(x)p, = ( _34 ), entonces
(), = 2/5 1/5 3\ [ 2/5
V8= 35 175 )\ =4 )7\ —13/5 )
3 3 . 3 L
Observemos que |~ 4 =\ _4 |8 decir el vector |~ 4 |en términos de la base B; es
B
el mismo. 1

Generalicemos este concepto

Sean B, = {uj, u, ..., uy} y By = {vi, va, ..., v,} bases de V dimension n. Sea x € V,
entonces
b
X = b1u1 + bzuz + ...+ bnun, (x)31 =
bn
Ci
X=civi+ vy + ...+ vy (X)s, =
Cn

Demostrar que

(x+y)5, = (X)p, + (V)55 (@x)p, = (x)p,.
B, es una base, por lo tanto dado u; en By, se puede ver
aj
@2
Uj=aivi +ayVy + ... + ayva; wis, = . |
a,,j
paraj=1,2, .., n
a di ... di
dzxy dzy ... dyy
4= . . = ((u1)5, (U2)3, - (Un)B,) -
dy1 Ay ... Ayy

A es de dimension n y es la matriz de transicion de la fase B; a la base B;.
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Teorema 4.19. Sean B, y B, bases de un espacio vectorial de V. Sea A la matriz de tran-
sicion de By a B,. Entonces para todo x € V

(x)5, = A(x)s,.
Demostracion 4.19.
Se hizo la demostracion para el caso n = 2, para cualquier n se hace de manera similar.

Teorema 4.20. Si A es la matriz de transicion de B, a B,, entonces A" es la matriz de
transicion de B, a Bj.

Demostracion 4.20.

Sea C la matriz de transicion de B, a B,

(x)3, = C(x)p, pero (x)p, = A(X)p,.

Por lo tanto

(%), = CA(x)3,

CA(x)p, — (x)p, = (CA —D)(x)p, =0
para todo x € V, por consiguiente
CA-1=0=CA=1

Analogamente se demuestra que AC = I, luego C = A7".

En resumen un procedimiento para encontrar la matriz de transicion de la base canonica a
la base B, = {vy, ..., v,}es:

1) Se escribe la matriz C cuyas columnas sean vy, ..., v,.
ii) Se calcula C!. Esta es la matriz de transicion buscada.

Ejemplo 4.11. Sea B, = {1, x, x*} la base candnica en P, otra base en P, es B, =
{4x — 1, 2x* — x, 3x* + 3}. Si p(x) = ag + a;x + a,x?, escriba p(x) en términos de los
polinomios de B,.

Solucion 4.11.

= Primero se verifica que B, es una base de P,, facil de ver.

-1 0 3
s Gx-Dp =| 4 @2 =x)5 =| =1 ,3+3xD)5 =] 0
0 1 3
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-1 0 3
Asi, C = [ 4 -1 0 J es la matriz de transicion de B, a B;.
0 2 3
-3 6 3
Calculando la inversa de C llegamos 4 = C™! = 2'—7( -12 -3 12 ]
8 2 1

Por lo tanto

1 -3 6 3 dap %(—3a0 + 6(11 + 3612)
(ap +arx + a2X2)32 =—| =12 -3 12 a; | = %(—IZao —3a;, + 12a;)

7V s 2 1 Na L(8ay +2a; + a)
ap
(a0+a1x+a2x2)31: a; |.
ap

Si p(x) = 4x> — x + 1, entonces

+(-3-6+12)
(4" —x+a)p, =| 5(-12+3+48)
+(8-2+4)

1 1 10 1/9
(4x* —x+ 1), = §(4x— 1)+ ?(2;8 —x)+ ?(3x2 +3)=| 11/9 |.
10/27

Ejemplo 4.12. Sean x, y un conjunto de ejes coordenados con origen en (0, 0) y sea x’, y’
un segundo conjunto de ejes coordenados con el mismo origen pero girados o rotados en
un angulo agudo alrededor del origen.

Qué relacion existe entre las coordenadas P(x, y) y las coordenadas P’'(x’,)")?.

Se deja como ejercicio hacer el grafico de nuestra situcacion y ver que se forman dos
triangulos rectangulos, y por consiguiente obtenemos las ecuaciones

X =rcosd  x=rcos(0+¢)
V' =rsinf  y=rsin(@+ ¢),

x =rcos(f + ¢)

7(cos 6 cos ¢ — sin O sin ¢)

rcosfcos ¢ — rsinfsing

=
Il

X' cos¢ — ) sing.

Analogamente se muestra
y=x"sing —) cos¢
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x\ _ (cos¢ —sing \[ x
y | \sing cosg Vv

Sabemos que si 4 es una matriz 2 X 2 invertible, entonces su inversa se puede calcular
facilmente, esto es,

.. [a b a1 d -c
s1A_(C d)’ entonces A4 —m(_b p )

Ahora, para nuestro ejemplo, tenemos

e :( cos ¢ sin¢)

—sing cos¢

(7 )-+(2)

Las coordenadas de x, y de lo vectores de la base i = (1, 0), j = (0, 1) son:

x\) [cos¢ —sing 1) [ cos¢g
y ) \sing cosg 0) |\ sing

X\ [ cos¢ —sing 0) [ —sing
y ] |\ sing cos¢ 1)\ cos¢p |-

Por consiguiente

Si 6 = 45°, entonces
X\ cos45° —sin45° \[ x| _ #
y ] 7 |\ —sind45° cosd5° )\ y )| —2

ol
sl
S
—_
< =
S —

iy gy

Esto implica:

A T I

) «/§+x/§
= ——X+ —).

y b 2)’

., 1 .,
Supongamos que tenemos la funcion y = — en el plano xy, esta funcion en el plano x’y’ es
X

@) )

4 4

es facil verificar esta ecuacion, la cual es una hipérbola. Es decir, xy = 1 es una hipérbola
rotada 45°.

17
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4.7. Ejercicios resueltos del capitulo 4

Ejercicio 4.1. Sea W = {a + bx + cx* : a — b + ¢ = 0} C P5(x) donde P,(x) es el conjunto
de todos los polinomios de grado menor o igual a dos. Demuestre que W es un subespacio
vectorial de P,(x) y encuentre una base.

Solucion 4.1.
Sean P(x) = a; + bx + c1x* y q(x) = a; + byx + c,x* dos polinomios en ¥, entonces
ai—bi+c1=0 y ay—-by+c,=0,
sumando las dos ecuaciones obtenemos
ap+a,—by+by+ci+c=0 = (11+(12-(b1+b2)+€1+€2:0

1uegosia2+a2 = C3yb1 +b2 = b3,C1 + ) = C3.

v Z(x) = P(x) +q(x) = a3 + bsx + c3x> € W.

» AP(x) = da+ Abx + Acx*, da— b+ Adc = Aa—-b+c)= 10 =0.

Encontremos una base de :
P(x) = a + bx + cx* € W donde

a-b+c=0=>a=b-c,

P(x)=(b-c)+bx+cx’ =b(1 +x)+c(x* - 1)

todo polinomio de P(x) € W es combinacion lineal de {1+x, x>—1} = S, S en linealmente
independiente.
ca(l+x)+e(*-1)=0

+ex+oxt—c=0 = c-—g+cx+ex’=0

esto implica c; = 0, c; = 0y ¢3 = 0, luego S es linealmente independiente. Por lo tanto
S = {1 +x, x> — 1} es una base de W'y dim(W) = 2.

Ejercicio 4.2. Sean W = L{(1, 2, 1),(0, 1, 2)} y U = {(x, y, z) : x =2y +z = 0} dos
subespacios de R*. Halle U N W, una base de U N W y la dimensién de U N W.

Solucion 4.2.

Sean (x,y,z) € UNW, entonces (x, y, z) € Uy (x, y, z) € W, como (x, y, z) € U, entonces
existen escalares A y (8 tales que

(x, y, 2) = A(L, 2, 1)+ 5(0, 1, 2) = (1,21 + B, A + 28)
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asi que

x=A1 z=A+28 y=24+p.

Como (x, y, z) € W, entonces x — 2y + z = 0, reemplazando los valores anteriores en la
expresion x — 2y + z = 0, obtenemos

A=-2Q2A+p)+1+2=0 = -21=0 = A1=0
y B es arbitrario, por lo tanto

(x,0,2) =(0,8,28) =p(0,1,2) BeR
de donde

UnWw =180, 1, 2): Be R} = L{(0, 1, 2)}.
Como L{(0, 1, 2)} es L.iy genera, entonces es una basede U N Wy dim(UN W) = 1.
Ejercicio 4.3. Sea W un subespacio de R> generado por los vectores vi = (1, 2, 1)y v, =

4, -1, =2),v3; =2, 1, 0)yvy = (1, =1, 1). Demuestre que el conjunto {vy, v,, v3, v4} es
L.d. Cudl es la dimension de W?.

Solucion 4.3.

a) Los vectores vy, v, v3, v4 son l.d. si existen escalares no todos ceros tales que
a(l, 2, 1)+ b4, -1, =2)+¢(2, 1, 0)+d(1, -1, —1) = (0, 0, 0),

a+4b+2c+d=0
2a—-b+c—-d=0
a-2b—-d=0.

Resolviendo el sistema llegamos a que el sistema tiene infinitas soluciones. Luego los vec-
tores son 1.d.

Observacion. (a) dim(W) < dim(R?) = 3 y W estd generado por 4 vectores, luego estos
vectores tienen que ser linealmente dependientes.

(b) Para determinar la dimension de W, debemos hallar el conjunto de vectores de
W que lo generan y que son linealmente independientes. Como ya se tiene que W es
generado por vy, v,, v, Y V4 estos vectores son l.d, entonces podemos extraer del conjunto
B ={v;,v,, v3, v4} un subconjunto que sea l.i y que genere a V.

Si consideramos todos los subconjuntos de B con tres elementos, llegamos a que ninguno
es L1, puesto que sus determinantes son ceros

1 4 2 1 4 2 1 4 2
2 -1 1{={0 -9 -3|=3{0 -3 -1|=0
1 =20 0 -6 -2 0 0 0
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1 4 1 1 4 1 1 2 1 I 2 1
2 -1 -1{={0 -9 -3|=0 ; 1 -1|={0 1 1]=0
1 -2 -1 0 -6 -2 1 0 -1 0 -2 2

4 2 1 6 0 3

-1 1 -1 =‘—1 1 -1]=0.

-2 0 -1 -2 0 -1

Si consideramos los subconjuntos de B con dos elementos, observamos por ejemplo que
{v1, vs} son Li, puesto que no existe un A € R tal que

vi=(1,2, 1)=4@2, 1, 0) = Avs.

Como

v, ==2(1, 2, ) +3(2, 1, 0)
va=—1(1,2, )+ 12, 1, 0),

entonces v,,v4 € L{(1, 2, 1),(2, 1, 0)} asi que W = L((1, 2, 1),(2, 1, 0)) es una base de
Wy dim(W) = 2.

Ejercicio 4.4. Demostrar: sean vy, v,, ..., Vy, Vo1 B+ | vectores en un espacio vectorial
V, sivi, ..., v, generan a V, entonces vy, ..., V,, Vi también generan a V

Solucion 4.4. Seax € V= x =civi + vy + ... + CyV,, = C1V1 + CoVa + oo + CuV + OVig
luego {vy, ..., vy, Vyuy1} generana V.

Ejercicio 4.5. Sean E un espacio vectorial y ay, ..., a,, a,1, b un subconjunto de E. Si
be l{ay, ..., viri}y b ¢ L{ay, ..., a;} demuestre que a,, € L{a,, ..., a, b)}.

Solucion 4.5.
Sib e L{ay, ..., vir1}, entonces b = cia; + ... + cpay + ¢ + a4 despejando @, obtenemos

b-ciay—...—cay

= di+1 # Oa
Cr+1

luego iyl € {b, ai, ..., di}.

Ejercicio 4.6. Si {x, y, z} es un subconjunto l.i de un espacio vectorial, demuestre que los
conjuntos {x +y —z, y +z, 2x}, {x + 2y + 3z, 2x, 2y + 3z — x} son Li

Solucion 4.6.

ax+y-2)+by+2)+c2x)=0;  a+2c=0

ax +ay —az + by + bz +2cx =0; a+b=0
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x(a+2c)+y(a+b)+z(b—a)=0; b—a=0.

Resolviendo el sistema, llegamos aque a = b = ¢ = 0.

Analogamente se demuestra que {x + 2y + 3z, 2x, 2y + 3z — x} es L.i.

Ejercicio 4.7. Sea V un espacio vectorial de dimension ny los {a,, ..., a,} = A un subcon-
Jjunto con n elementos. Demuestre que los enunciados siguientes son equivalentes:

1) A esuna base .

2) Aesli.

3) Ageneraal.
Solucién 4.7.

1 = 2 es obvio. Mostremos que 2 = 3.

X
Seav = { y ] € V mostremos que

zZ
X X C1
Vv |=ca +cap+ ... +cpa) =y |=]| ¢ |B,

z z Cy
donde ay, ..., a, son las columnas de B.
Como det(B) # 0 por ser ay, ..., a, l.i, entonces el sistema anterior tiene solucion unica,

luego el conjunto 4 genera a V.

Ejercicio 4.8. Dada la matriz

1 -1 3
A=10 1 3.
1 0 5

Halle una base y la dimension del espacio fila de A la cual la denotamos por R el espacio
columna de A, denotado por C4 y el espacio nulo de A, denotado por N,.

N BN

Solucion 4.8.

(a) Recordemos que Ny = {x € R* : Ax = 0} y v(4) = dim(N,)
Ry =gen{(1, -1, 2, 3), (0, 1, 4, 3), (1, 0, 6, 5)}
Cy=gen{(1, 0, 1), (-1, 1, 0), (2, 4, 6), (3, 3, 5)}.

También sabemos que
dim(R4) = dim(C,4) = rango de 4
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Rango de 4 + Nulidad de 4 = 4.

Encontramos el rango de 4, resolviendo el sistema Ax = 0
1 -1 2 3
A=]0 4 3
6 5

De la matriz A4 llevada a la forma escalonada se llega a que

I -1 23
0 4 3
0 4 2

F3 - F3 - F1 1
Rango de A=dim(C,) = dim(R,) = 3,
luego las filas de 4 son linealmente independientes y constituyen una base de R,.

(b) Como dim(R,) = dim(C,) = p(4) = 3, entonces hay tres columnas de 4 que son
linealmente independientes, ellas son

1 -1 3 1 -1 3
011 1 Jy| 3 |,porlotantos| O [,| 1 3 |} esuna base de Cj.
1 0 5 1 0 5

(c) Como la nulidad de 4 viene dada por

dim(N4) + rangode 4 =4
dim(Ny) =4-3=1,

Entonces N, esta generado por un vector, que ademas es linealmente independiente. La
solucion Ax = 0 es

xX—y+2z+3w = 0
y+4z+3w = 0
-w = 0.

De la ultima ecuacion llegamos a que w = 0, luego
x-y+2z=0
y+4z=0
resolviendo el sistema, obtenemos x = —6zy y = —4z donde z € R.

(x’ y, zZ, W) = (_Z’ _425 z, 0) = Z(_67 _4’ 19 0)7 z€R.
Luego N, = gen{(-6, —4, 1, 0)} y {(-6, —4, 1, 0)} es una base de N,.
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Ejercicio 4.9. Determine si la matriz A = [ :i g § ] es una combinacion lineal de las
matrices
-1 0 4 0 1 -2
B‘[ 1o 5]’C‘[—2 3 —6}'

Solucion 4.9.
Para que 4 sea una combinacion lineal de B y C, deben existir constantes A y 8 tales que

A

AB + BC
10 4 0 1 -2
’l[ 1ol s}w[—z 3 —6]

4| B 41-28
T | A-28 A1+38 51-68

A

-1 93 A-28 A+38 51-68

Igualando constantes, llegamos a:

R

-3=-4
2=8
8=41-28
-1=2-28
9=1+38

3=51-06p.

De la dos primeras ecuaciones se tiene que 4 = 3 y 8 = 2, las otras 4 ecuaciones también
se satisfacen para estos valores de Ay 3, por lo tanto 4 es una combinacion lineal de By C.

Ejercicio 4.10. Sea P = {a1x + ay : ay, ag son numeros complejos } P consta de todas las
“rectas complejas” tomamos como base B = {1, x}y como base By = {1, x+i}. Determinar
la matriz de cambio de base un vector en P de la base By a la nueva base By de B a B;.

Solucion 4.10.
Escribimos lo elementos de la base B, en términos de la base B.

1=1-1+0-x
x+i=i-1+1-x

Asi que la matriz es 4 = ( (1) i ) matriz cambio de base de By, a By la matriz de B a B,
es la inversa de 4, la cual la denotamos por A~! y viene dada por
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Sea p(x) = i+ix € P. Este polinomio lineal con coeficientes complejos en la base B = {1, x}
tiene coordenadas (i, 7), en la base {1, x + i} tiene coordenadas (1 + 7, i) puesto que

A e
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4.8. Ejercicios del capitulo 4

1) Decidir si el conjunto dado junto con las operaciones indicadas de suma y multipli-
cacion por un escalar es 0 no un espacio vectorial.

a) El conjunto R? con la multiplicacion escalar usual, pero con la suma definida
asi:
< X1, V1 ><Xp, V2 >=<)1 + )2, X1 + X2 >.

b) El conjunto R? con la multiplicacion escalar usual, y la suma definida como:

< X1, )1 ><x2,y2>:<x1+x2+1,y1+y2+1>.

¢) El conjunto del numeral (b) pero con la multiplicacion por escalar definida
como:
a<x,y><a+ax—lLa+ay+1>.

d) El conjunto de niimeros reales positivos con la suma y la multiplicacion por
escalar definidos como:
xy=xy, ax=x"
e) El conjunto R? con la suma usual y la multiplicacion por un escalar definido
como: @ < x, y >=<0, 0>.

/) Elconjunto de todas las matrices 2x2 con entradas reales con la multiplicacion
por un escalar usual y la suma definida como:

a bl |e f|_

e )

2) Determine si el subconjunto H del espacio vectorial ' es un subespacio de V' con la
suma y producto escalar usuales para cada caso.

a+e 0
0 d+h

a) V=R’yH={(x,y):y=2x}.

by V=R’yH={(x,y):y=2x+1}.

¢) V = My, (conjunto de matrices 2 X 2)y H = {A EMryy: A= ( “ b)}

d) VZszzyHZ{AGMZXziAZ(g 1'50)}

= C(la, b] (conjunto de las funciones continuas en [a, b]) y

V
b
H:{fe Cla, b]: f f(x)dsz}.
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N V=Cla, b]sz{feC[a,b]: fbf(x)dx=2}.

g) V =P, (Conjunto de polinomios de grado menor o igual que n) y
H={peP,: p(0)=0.

hy V=P,yH={peP,:p0)=1}.

i) V=R"yH={xeR"”: Ax = 0} donde 4 es una matriz n X m.

Jj) V= F (F es el conjunto de todas las funciones reales definidas en R) y
H={feF: f"(x)+5f(x) =0}.

3) Determine si los subconjuntos dados son subespacios de R*.

a) El conjunto de todos los vectores de la forma (x, y, 0).
b) El conjunto de los vectores (x, y, z) que cumplen z = 3x + y.
¢) El conjunto de todos los vectores de la forma (x, 3, z).
d) El conjunto de todos los vectores (x, y, z) que satisfacen x + 3y +z = 2.
4) Sean v|, v, y v3 tres vectores en R3. Demuestre que
H={V:V=av+av+a3v; «a, ayaznumeros reales }
es un subespacio de R>.

5) Exprese (si es posible) el vector v como combinacion lineal de los vectores vy, v, y
vz en cada caso.

(1 (-1 (0 (3

a) V= 35V1_ 2 , V2 = 2,V3— _2
1 -1 2 1

by v=|2,vi=|1 |, v,=|0],vs=]0|
3 1 0 -2

1 -3 -3/2 1

c) v=|2{vi=|2|w=] 1 |vi=|1]

3 -2 -1 0

O I R I - N R A R L
) v=le 2=l o) 2=y gkl o)

e) v=x>+6x—1,vi=2,v,=1+x,v;3 =3x+x%
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6) Determine si el conjunto de vectores genera el espacio vectorial dado. Sino lo genera
encuentre el espacio generado por los vectores. Dé dos vectores particulares de ese
espacio.

o |-

b){
{()
o |

|

{

{

e)

GO DL e
O N e e

By {1, 1+x, 1+x3,V =P,

i) {x, X*},v=Ps.
7) Determine si el conjunto de vectores es una base para el espacio vectorial dado:

a) V =R2 {vi, v, 13}, los vectores del numeral 5(a).
by V =R3 {vi, v, v3}, los vectores del numeral 5(b).
c) V= My, {vi, v2, v3}, del numeral 5(d).

d) V= P2 {v), vs, v3}, del numeral 5(e).

e) V = M,y,, conjunto del numeral 6(f).

f) V= My, conjunto del numeral 6(g).

g) V = P,, conjunto del numeral 6(%).
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h) V = P;, conjunto del numeral 6(7).

1 2 3
8) ¢Para qué valores de a seran linealmente dependientes los vectores (2] , [—1] , [a/]?.
3 4 4

9) ¢(para qué valores de « el conjunto de vectores {(a, 1, 0), (1, 0, @),(1 +a, 1, )}
constituye una base para R3?.

10) Encuentre una base para el subespacio H de R* y determine la dimensién en cada
caso.

a) H={(x,y z): x+y=0}
by H={(x,y,z):2x—y=1z}

o) H={(x,y2:5=5=3)
11) Encuentre una base para el espacio solucion del sistema homogéneo dado.

—5x1+2x, +4x3=0
(1) 2x1 — 8xp + 2X3 =0
4X1 + 2X2 —5x3 = 0.

4x; +2x, +4x3 =0
b) 2x1+x+2x3=0
dxy + 2x, +4x3 = 0.

12) Sea V' = M;y; el espacio de las matrices con entradas (o componentes) reales 3 X 3.
a) Demuestre que H = {4 € V' : A es simétrica } tiene dimension 6.
b) Halle la dimension del subespacio H, donde:

H={4€V: a;=0sli+ jesimpar}.
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Capitulo 5
Transformaciones lineales

En muchos modelos matematicos se estudia un grupo amplio de funciones cuyos
dominios y recorridos son espacios lineales, los cuales satisfacen que la imagen de
una suma es la suma de las imagenes, y la imagen de un multiplo de x es el multiplo
por la imagen de x. Tales funciones se llaman transformaciones lineales.

Definicion 5.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K. Una funcion
T : V — W es lineal si satisface las siguientes propiedades:
a) T(x+y)=T(x)+ T(y) paratodo x,y € V.

b) T(Ax) = AT(x) paratodox € V'y A e K.

Observacion

a) Las propiedades de linealidad se pueden resumir de la siguiente manera

T(ax + by) = aT(x) + bT(y).

b) Si T es lineal, entonces 7°(0,) = 0,,.
En efecto:

7(0, +0,) =T(0,) + T(0,) = T(0,)

luego
7(0,) =T(0,) - T(O,) = O,.

Ejemplo 5.1. Las siguientes funciones son transformaciones lineales:
Solucion 5.1.
a) T:V -V, T(x)=x, transformacion idéntica.

by T: V-V, T(x)=0,,transformacion cero.
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<)
d)

2

T:VoV;Tx)=cx,ceK;xeV.

Sea V' el conjunto de todas las funciones integrables en [a, b], W =R

b
T:V->R; T =f f(x)dx es lineal.

fa ' f(x)dx + f b g(x)dx

T(f)+T(2)
b

/lf f(x)dx

/szf).

En efecto,

b
DT +y) = f () + g())dx

b
ii) T(Af) = f Af(x)dx

Sea T : My, — My, definida por T(4) = AT. Es facil ver que T es lin-
eal porque (4 + B)T = AT + BT y (14)" = 24" (propiedades de la matriz
transpuesta).

Sea T : R?> — R? donde cada vector (x, y) rota un angulo @ y se obtiene un
nuevo vector (x’, y") donde

X =xcosf—ysind

V' = xsin@ + ycos®.

Este vector se puede escribir como

x|\ _(cosf —sinf \( x
Y ] \sin@ cos6 J\y)

Esta transformacion lineal se llama transformacion lineal de rotacion.
X X cosf —sinf X
T(y)_Ae(y)_(sinﬂ cosé )(y)

Sea V' =R"y W = R” espacio vectorial sobre R. 7' : R” — R" definida por

T(x1y vy X0) = V1y wees V)
donde y; = Zaikxk i=1, 2, ..., mlos a; son numeros dados. Claramente T’

k=i
es una transformacion lineal.

145



Capitulo 5. Transformaciones lineales

h) Sean V el espacio de todas las funciones reales derivables en (a, b) y W el
conjunto de todas las derivadas.

T : V — W definida por T(f) = f”. Por la propiedades de la derivada T es lineal.

i) Sea L(V, W) el conjunto de todas las funciones lineales de V" en W
L(V; W) es un espacio vectorial sobre K.

En efecto sean 7'y 7" tranformaciones linealesde Ven Wsi 7" =T + T’

Tx+)+T'(x+)=TX)+TO)+T'(x)+ T'(y)
(T)+T' )+ (T +T'G)=T"(x)+T" ().

T"(x+y)

T"(ax)

T(ax) + T'(ax) = aT(x) + aT’(x)
a(T(x)+ T'(x)) = aT" (x).

Luego 7" es lineal. Si 77 = aT donde T € L(V; W)y a € K, entonces:

n T(x+y)=al(x+y)=a(T(x)+T(y) =al(x)+aT@y)=T'(x)+T'(y)
s T'(ax) =aT(ax) = aaT(x) = aT’(x) luego T’ = aT es lineal.

j) La composicion de funciones lineales es funcion lineal. En efecto, sean
U, V, W espacios vectoriales sobre K y

R:U->V, S:V->W,
transformaciones lineales, probemos que 7 o R es lineal.

T(x+y)

(S o R)(x +y) = S(R(x +y)) = S(R(x) + R(y))
SRx)) +SRY) = T(x) + T(y).

T(Ax) = (S o R)(Ax) = S(R(Ax)) = S(AR(x)) = AS(R(x)) = AT(x).

Teorema 5.1. Toda transformacion lineal esta completamente determinada por los
vectores de la bae. Es decir, si B = {vy, vy, ..., v,} es una base de V' y y{, 2, ..., Vn
son vectores de W, entonces, existe una y solo una tranformacion T : V — W tal
que T(v;) =y;paratodoi=1, 2, ..., n.
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Demostracion 5.1.

Como B es una base de V, entonces todo x € V' se puede escribir como combinacion
lineal de la base B, esto es,

X =cCvVi+Cvy+...+c,v,

para todo ¢; € K. Esto implica que

T(x) = T(civi+cavy+ .. +cyvy)

n

caiT(v) +cT(vo) + ..+ ¢, T(v,) = Z ciT(v;).

i=1

Mostremos que 7 es lineal. Sean ¢; y d; las componentes de x y y en la base B.

n

T+y)= Y (c+dvi= Y cvi+ Y dwy = T(x)+T()
i=1 i=1

i=1

T(x) = Y (Ae) = A )" i = AT(x),
=1 =1
Mostremos la unicidad de 7.

Si T es otra transformacion lineal, tal que 71(v;) = y;, entonces T = T, puesto que
si x € V, esto implica que x = Y7, ¢;v;, por lo tanto

Ti(x)=T, [Zn: c,—v,—) = Zn: ciT(v) = Zn: cyi = T(x).

i=1 i=1 i=1

Ejemplo 5.2. Sea T : R® — R? y suponga que
1 0 0
rlol=(L) r=[o|=( %) v | ]-(4)
0 1 0

3
Calcule T = [ —4 ]

5
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1 0 0
Solucion 5.2. Como B = {[ 0 J,[ 1 ],[ 0 ]} es una base de R3, entonces

~
—_—
u}Lw
| ——
1 I
) ~N
- ——
W N e
N —
c o~
 —
'b N ——
|
o
+ N ——
i +
(9]
lIJ)U]/_\
— o o
N—
I}
© o ‘;]’
—
t oo~
N ———
LS '
o ~
N — ﬂ
—_——
L o=o
|
N +
o
UIm [
~— ~
I}

Ejemplo 5.3. Encuentre una transformacion lineal de R? en el plano

X
Wz{ y]:Zx—y+3z=0}.
z

Encontramos una base de W

Solucion 5.3.

2x—y+3z=0=y=2x+3z

Todo punto de W se escribe de la siguiente manera

AR HEH
S— T

Una base de R? puede ser la estandar B, = {( (1) )( (1) )}

N e =
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m()[]()[]m()
(3)=+(o)=(5)

Aplicando T en ambos lados, obtenemos

(2]

Il 1

= ~
>
o= =
O =
SN —

+

<
—_—
—_ o
Nt

1

=

5.1. Nucleo y recorrido

Sea T una transformacion lineal de ¥ en W. Definimos los siguientes conjuntos

« N(T)={xeV: T(x) =0,

w Imag(T)={y € w: T(x) = yparaalguin x € V'}.

Teorema 5.2. Los conjuntos N(T) y Imag(T) son subespacios (N(T) C V e

Imag(T) C W).

Demostracion 5.2.

Seax,ye N(T)=T(x)=0y T(y) =0,

Tx+y)=Tx)+Ty)=0+0=0=x+y e N(T).

» Seany, = T(x;) yy, = T(x;) vectores de Imag (T),

T(ax)=aT(x)=a-0=0= ax € N(T), luego N(T) es un subespacio de V.

i+ v, =T(x1) + T(xz) = T(xy + x2) € Imag (T) puesto que x; +x; € V.

= ay € Imag(T) puesto que T(ax) = aT(x) = ay.
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Ejemplo 5.4. Calcule el niicleo de las siguientes transformaciones:
m T(x)=x
s T(f) =1
Solucion 5.4.
s N(T)={xeV: Tx)=0={xeV: x=0}={0}.
s N(T)={feDU,R): f"=0}={f e DUR): f=constante}.

Ejemplo 5.5. Sea A una matrizmxXny T : R" — R" definida por T(x) = Ax es
facil ver que T es lineal.

Solucion 5.5.

Se deja como ejercicio.

Veremos ahora que toda transformacion lineal de R” en R” tiene asociada una matriz
A mxntal que T(x) = Ax para todo 4 € R".

Este hecho nos permite calcular Imag (T) = Ry = Imag (A) y N(T) = N, ademas de
p(T) = p(4) y v(4) = «(T).

Teorema 5.3. Sea T : R" — R” una transformacion lineal, entonces existe una
matriz unica de m X n Ar tal que T(x) = Arx para todo x € R”".

Demostracion 5.3. Sea T(e) = wy, T(e;) = wa, ..., T(e,) = w, donde ey, ..., e, es
la base canonica de R". Sea Ar la matriz cuyas columnas son wy, ..., w,, definidas
ay;
ay; .
w; = . i=1, .., n
Ami
ay dap - ay ot Ay 0 ay;
ay dpyp -0 dy ot Ay, 0 ay;
Are; = . . 0= . =W
Al Am2 A " App 0 A i

Esto significa que 7'y A7 coinciden en las bases, esto es T(e;) y A;e; son iguales en
las bases, por lo tanto son iguales en todo x € R”.
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Demostremos la unicidad.

Supongamos que 7'(x) = Arx'y T(x) = Bx para todo x € R”, entonces
(AT—BT))C:O, CTXZO, CT :AT—BT
en particular si x = ¢;, entonces Cre; = Oparai = 1, 2, ..., npero Cre; es la columna

i-ésima de Cr, por lo tanto Cr = 0 luego 47 = Br.

Observacion. Calcular la imagen de una transformacion lineal es mas complica-
do, necesitamos algunos resultados que involucran tranformaciones con matrices. Si
T(x) = Arx, A7 se llama matriz de transformacion, esta matriz se calcula usando las
bases estandar de R”.

1 0 0
T . |=w T =W s T .| =W Ar = (w1, Wy, oy, Wy),
0 0 0
donde w; € R™. Con esta observacion es facil comprender el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Sea A la matriz de transformacion correspondiente a la transforma-
cion lineal T, entonces

1) Imag(T) = Imag (4) = Cy;.
i) p(T) = p(Ar).
iii) N(T) = N(4r).
iv) w(T) = v(A4r).

V) p(dr) +v(Ar) = p(T) + W(T) = n.
Demostracion 5.4. La demostracion se deja como ejercicio.

Ejemplo 5.6. Sea T : R® — R* definida por

N
riri= 2x—y-z
: -Xx+y+2z

Encuentre Ar, N(T), v(T)y p(T).
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Capitulo 5. Transformaciones lineales

Solucion 5.6.

Sean
1 (1) 0 _11 0 (1)
TO = , T l = 5 TO = >
ol 12 N M
-1 1 2
1 -1 0 . 1 -1 0 . X=y
10 1 1 ) 10 1 1 _ y+z
Ar=1, 1 | T[i]‘ 2 -1 -1 [y]‘ 2x—y—z
11 2 -1 1 2V \ex+y+2z

1

0

2 -1 -1 0

0

o(Ar) = 2 el numero de filas diferentes de cero n = 3.

WT)=3-p(T)=3-3=0, N(T)={0}

1 -1 0
0 1 1
magm =115 1|, ] 1
-1 1 2

Ejemplo 5.7. Sea T : R? — R? definida por

X 2x —y+3z
Tly|=|4x-2y+6z |.
z —6x+3y-9z

Calular A7 y la imagen de Ar.

Solucion 5.7.
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-6 3 9
2 4 -6 1 2 -3
Ar=|-1 =2 3|=|-1 2 3|5
3 6 9 1 2 3

2
Imag (T) = gen{ }, o(T)=1.
-6

2 -13
Ar=14 -2 6],

S O~

N(A7) = N(T) ={(x, y, z) =2x -y + 3z = 0},

(x, y, 2) = (x, 2x+ 3z, z) = x(1, 2, 0) +=z(0, 3, 1)

Gl

W(T) = v(A) =2
p(d) =p(T) = 1.

Veamos el teorema de cambio de base en transformaciones lineales, el cual es una
consecuencia inmediata del Teorema de cambio de base en matrices, puesto que toda
transformacion tiene asociada una matriz.

Teorema 5.5. Sea V un espacio vectorial de dimension n, W un espcio vectorial de
dimensionmy T : V — W una tranformacion lineal. Sea B, = {v1, ..., v,} una base
deVy By ={wi, ...w,} una base de W. Entonces existe una matriz Ay m X n tal que

(T(x))s, = Ar(x)8,,

donde Ar es la unica matriz relativa de la base By a la base B;.

Demostracion 5.5.

Calculemos primero la matriz 47.

Tv) =y, T0) =y2 s TOV) =yy Vi€EWY yi=ayuws +aw; + ... + @piWp,
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por lo tanto

ag a din
az a Aon
(yl)Bz = : ’ ()/2)32 = : 9 ey (_yn)Bz = : )
Al A Amn
AT = (O}I)Bp ()/2)32, ceey (yn)Bz)-
1 0
0 0
Como (vi)g, =|.|s - Vg =|.| v Ar(is = (0)s-
0 1
C1
Six eV, entonces x = civy + ...+ ¢, v, ¥ (X)p, =
Cp.
apn dip - dm|(C1
apn di - dm||¢2
Ar(x)s, = | . : .| =as, + 2028, + -+ a(Vn)s,
Anl Am2  * Amn) \Cn

De manera similar se tiene
Tx)=T Vi +..+¢,V, aTVy) + ...+ ¢, T(Vy)

ciyyr+...+Cpn

(T(x))gz = (Clyl + ...+ Cnyn)Bz = 01()/1)32 + ...+ Cn(yn)Bz
luego Ar(x)p, = (T(x))s,.

Ejemplo 5.8. Sea T : R®> — R una transformacién lineal y

Bl = {(19 Oa 1)9(05 2a O)a (07 17 1)}, B2 = {(2, 07 O),(17 1, 1), (0, 2, O)} bases de R3
Si

-1 1 0
AT:[T]Blez 2 2 —1 N
-1 -2 1

X
halle 7'| y |.
z

Solucién 5.8. Por definicion tenemos lo siguiente:

7(1, 0, 1) = =12, 0, 0)+ 2(1, 1, 1) - 1(0, 0, 2) = (0, 0, 2)
7(0, 2, 0) = 1(2, 0, 0) +2(1, 1, 1) = 2(0, 2, 0) = (4, =2, 2).
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Ahora expresamos (x, y, z) en términos de la base B;.

(x, 3, 2) = (1, 0, ) + (0, 2, 0) + ¢3(0, 1, 1),

X 1 0 0)(¢q cr=x
y=10 2 1||la|>c=x+y-z
z 1 0 1)\cs c3=z-—X.

(x, v, 2) = x(1, 0, 1)+x+§_z(o, 2, 0)+ (z— )0, 1, 1)
TG, v, 2) = xT(1, 0, 1)+ 2272700, 2, 0) + (z = 0T, 1, 1)

= X0, 0,2+ 2724 2 )1 - w)(=1, 1, —1).

= (Bx+2y-3z, -2x-y+2z 4x+y-22).

Ejemplo 5.9. Halle una transformacion lineal de T : R® — R* cuya imagen sea
generada por los vectores (1, 2, 0, —4) y (2, 0, —1, 3).

Solucion 5.9.

Imag (T) L{(1, 2, 0, —4)}

= L{(19 27 0’ _4), (27 07 _17 _3), (0, 0, O, 0)}.

Definimos

7(1,0,0) = (1,2, 0, —4)
T(0,1,0) = (2,0, -1, =3)
7(0,0, 1) = (0,0, 0, 0)

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + (0, 1, 0) +2z(0, 0, 1)

T(x, y,z) = xT(1, 0, 0)+yT(0, 1, 0)+zT(0, 0, 1)
x(1, 2, 0, =4) + »(2, 0, —1, =3) + (0, 0, 0, 0)

(x+2y, 2x —y, —4x — 3y).

Ejemplo 5.10. 7 : P, — P3; T(p(x)) = xp(x). Encuentre Ar y usela para determi-
nar el nucleo y la imagen de T
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Capitulo 5. Transformaciones lineales

Solucién 5.10. Utilizamos las bases candnicas de P, y P

0 0

1 P 0

T =@ =ly] T0=0Ds =

0 0

0 00O

0 1 00

2y _ 3y _

T(x*) = (x*)s, = 0 luego Ay = o1 ol
1 0 01

0) (0) (0O

p(4) = 3 y la base para R, es (1) ) (l) ) 8
0)\0) U1

Imag (T) = genfx, x>, x*}  v(A) = 3, nu(T) = {0}.

5.2. Isomorfismos

Definicion 5.2. Sea T : V — W una transformacion lineal, entonces T es uno a uno,
Si
T(x)=T() implicaque x =y.

Para todo x, y € V (también se le denomina trasformacion inyectivo).

Teorema 5.6. Sea T : V — W una transformacion lineal. Entonces T es linealmente
independiente si y solo si N(T) = {0}.

Demostracion 5.6.
Supongamos que N(7T) = {0} y T(x) = T(y), entonces

T(x)=T()=T(x~-y) =0,

lo que significa que
x—yeN(T)={0}.
Asi que x — y = 0 luego x = y. Por lo tanto 7" es 1-1.
Supongamos que 7 es 1-1 y demostremos que N(7) = {0}. Sea x € N(T), entonces
T'(x) = 0, pero T(0) = 0 (T es lineal) luego x = 0 por lo tanto N(7") = {0}.

Ejemplo 5.11. T(x, y) = (x, y) mostrar que T es 1-1 usando la definicion.
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Solucion 5.11.

T(x1, y1) = T(x2, y2) = (x1, y1) = (x2, »2)

X1 =XV V1 =)2 > X1 =X2,)1 =2

luego (x1, y1) = (x2, »2).
Si T es invertible y T = Ax, entonces 7~! = A~'x. Otra forma de hacer el ejercicio
es usando determinantes.

75} C)rtol=(o)- 7))

AT = 10 det(AT) =1 * 0,
0 1
luego N(A47r) = N(T') = {0} luego T es inyectiva.

Definicion 5.3. Sea T : V — W una transformacion lineal, se dice que T es sobre
(sobreyectiva) si para todo y € W existe al menos un x € V tal que T(x) = y. Es
decir T es sobre si Imag (T) = W. Se dice que T es un isomorfismo si T es inyectiva
y sobreyectiva.

En el ejemplo anterior N(7') = {0} dim(N(T")) = 0 p(T) = 2 luego

Imag(T) = gen {((1)) , (‘1’)} R

por lo tanto T es sobreyectiva.

Teorema 5.7. Sea T : V — W una transformacion lineal; suponga que
dim(¥) = dim(W) = n.
a) Si T es uno auno, entonces 7 es sobreyectiva.
b) Si T es sobreyectiva, entonces 7' es uno a uno.

Demostracion 5.7.

Sea A7 la matriz de T, entonces si 7' es uno a uno, entonces N(7) = {0} y v(47) =
w(T) =0, luego

p(T)=pAr)=n—-0=n
luego Imag (T) = W. Si T es sobreyectiva, entonces p(T) = p(Ar) = n, por lo tanto
v(T) =v(Ar) y T es uno a uno.
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Teorema 5.8. Sea T : V — W transformacion lineal, suponga que dim(V) = ny
dim(W) = m, entonces

I Sin>mT esuno auno.
II Sim>nT essobre.
Demostracion 5.8.

La demostracion se propone como ejercicio.

Teorema 5.9. Sea T : R" — R" y Ay la transformacion asociada a T, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) Ar es invertible.

b) det(Ar) # 0.

c¢) La solucion del sistema A7x = 0 es la solucion x = 0.

d) v(47) = 0.

e) p(Ar) = n.

f) LaT : R" — R” definida por 7(x) = Arx es un isomorfismo.
Demostracion 5.9.

La demostracion se deja como ejercicio.

Ejemplo 5.12. Un isomorfismo entre espacios de dimension infinita.

Sea V={feC[0, 1]: f(0)=0}y W ={f[0, 1] - R : fescontinua} = C[0, 1],
Demuestre que V' = W.

Solucién 5.12.

En efecto, sea D : V — W : D(f) = f’, mostremos que D es inyectiva si Df = Dg,

entonces [ = g 0 (f —g) = 0, luego f(x) — g(x) = ¢, donde ¢ es una constante,
pero f(0)—g(0)=c= ¢ =0.

X

Sea g € ([0, 1]) y sea f(x) = f g(e)de, entonces por Teorema fundamental del
0
calculo f € C'[0, 1]y f"(x) = g(x) para todo x € [0, 1], mas atin

0
fo g(x) = £(0) = 0,

paratodo g € W, existe f € V tal que Df = g asi D es sobreyectiva luego V' ~ W.
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Teorema 5.10. Sea T : V — W un isomorfismo

a) Sivy,...,v, generan a 'V, entonces T(vy), ..., T(v,) generan a W.
b) Sivi,...,v, son Li. enV, entonces T(vy), ..., T(v,) son Li en W.
c) Siviy,...,v, es una base de V, entonces T(vy), ..., T(v,) es una base de W.

d) Si V tiene dimension finita, entonces W tiene dimension finita y dimV =
dim .

Demostracién 5.10.
Sea w € W, entonces existe un v € V tal que 7(v) = w, por ser T sobreyectiva.

a) Como los v; son una base a V, entonces v = ¢|vy + ... + ¢V,
Teyvi+..tev)=w = +cT(v)+...+c,T(vy) =w
esto muestra que {7'(v), ...., T'(v,)} generan a W.
b) Suponga que c;vy +...+¢c,v, =0 = T(civi+...+¢c,v,) =0

Como T es 1-1, entonces ¢;v; + ... + ¢,v, = 0y como {vy, ..., v,} es una base de
V,entoncescy =...=¢c, =0

Las partes c) y d) son consecuencia inmediata de a) y b).

5.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio 5.1. Sea T : R* — R? una transformacion lineal tal que
T(1,1,1) = (1,0,2) ; T(1,0,1) = (0,1,1) : T(0,1,1) = (1,0, 1).

Encontrar T(x,y, z).

Solucion 5.1.

Demostremos que {(1, 1, 1),(1,0, 1), (0, 1, 1)} es una base de R.

Basta con demostrar que la matriz formada por estos tres vectores tiene determinante
distinto de cero

11
01 I 1 10
) }] TN R T, PR
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Luego este conjunto es una base de R>.

Sea (x, ,z) € R?, entonces
(x,y,z) =a(1,1,1) + b(1,0,1) + ¢(0,1, 1)

(x,y,z)=(a+b,a+c,a+b+c)

a+b=x (1)
a+rc=y (2)
a+b+c=z. (3)

Reemplazandoa+b = xen (3) x+c¢ =z = ¢ = z— x; reemplazando a + ¢ = y en (3)
obtenemos

at+y=z=a=z-y
a+b=x=b=x-a=x-(z-y)
b=x-z+y.

Luego
xy,z2)=C-y»(1,1,)+(x-z+y)(1,0,1)+ (z—x)(0,1,1).
Aplicando T en la ultima ecuacion, obtenemos

To,p,2) = (-WT(, 1,1+ (x—z+»T(1,0,1)+ (z - x)T(0,1,1)
T(x,y,z) = (-y)(1,0,2)+(x—-z+y)0,1,1)+(z—-x)(1,0,1)
T(x,y,z) = (y,z—y,x-i—y).

Ejercicio 5.2. Sea T : R® — R una transformacion lineal definida por
T(x,y,z) =2x-3y+z.
a) Encontrar [T]gp donde B = {(1,0,0);(1,1,0); (1,1, 1)}, B; = {1}.
b) Encontrar N(T), Imag (T), dim N(T') y rango(T).
Solucién 5.2.
a)
7(1,0,0)=2=1-2
7(1,1,0)=2-3=-1 =—%-2
71,1,1)=2-3+1=0=0-2.

Luego [T]zp = (1, —%,0).
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b)

N(T) = {(x,y,2) eR*: T(x,y,2) = 0}
{(x,y,2) ER® : 2x =3y +z =0}

= {(x,y,z2)eR®: z=3y—2x}
{(x,,3y—=2x) eR*: x,yeR}

= gen{(1,0,-2),(0,1,3)}.

Luego {(1,0,-2),(0, 1, 3)} es una base de N(T). Por lo tanto dim N(7') = 2.

Imag (T) (T(x,y,2): (x,y,2) eR}} = 2x =3y +z : x,y,z€ R}

gen{2},

luego Rango(T) = 1.
Ejercicio 5.3. Dar un ejemplo de una transformacion lineal tal que

NT) = gen{(4,-7,5)} e Imag (T)=gen{(2,-1,1),(-1,3,2)}.
Solucion 5.3.

x
Sea T : R? — R3 tal que T(x,y,2z) = 4 {y] con A, una matriz 3 X 3.

z

Como (2,-1,1)y (-1,3,2) € Imag(T), entonces

@,-1,1) = 2(1,0,0) - (0,1,0) + (0,0, 1)
(-1,3,1) = —1(1,0,0) +3(0, 1,0) + 2(0,0, 1)

2 -1 a
A=|-1 3 b|, como(-4,7,5) € N(T),

1 2 ¢
entonces
2 -1 a\(4 0
-1 3 b||-7]=10
1 2 c¢J\'5 0
8+7+5a=0
—4-214+5h=0 =a=-3b=5c¢c=2,
4-14+5¢c=0
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luego

Por consiguiente

2 -1 =-3)(x
T(x,y,z)=1-1 3 5 ||»|-
1 2 2)\z

Ejercicio 5.4. Sean B = {1 — x,1 — x*,1 — X3}, una base de P3, B, = {1, x,x*} una
base de P, y T una transformacion lineal de P; en P»), tal que

1 21
[T]BB’: 312 .
111

a) Calcular T(x — x?).
b) T es un isomorfismo?
¢) En caso afirmativo, calcular T~'(a + bx + cx?).

Solucion 5.4.

a)
[T(x = x)]p, = [T1gp[x — x*15,

esto implica que
x—x=—(1-0)+(1=-x)+0-(1-x),

esto significa que

Reemplazando
1 2 1\(-1 1
[T(x—x*)]s, = [3 1 2][ 1 ] = [—2].
11 0 0
Luego
T(x—x%)=1(1) = 2(x) + 0(1 = x*) = 1 — 2x.
b)

1
2
1

—_— U =
—_—— N

(-2 36 )10

det([T]s5) = [
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esto implica que 7" es un isomorfismo.

—_—— N

1
2.
1

1
¢) Calculamos la inversa de [T]zp = [3
1

1 21[100 1 2 1|1 00
31201 0[F,>-3F+F|0 -5 -1| -3 10
11100 1JFs>-Fi+F{0 -1 0] -1 0 ) 2o s
1 2 1| -1 0 1\F->2RL+F (1 0 1|-10 2
0 -1 0| -1 01 0 -1 0] -10 1|N=0*H
0 -5 1| -3 1 0)JFs;>-5F+F0 0 -1|/2 1 -5/ "2 ?
10 0|1 1 -3 10 of1 1 -3
01 0|1 0 -1 01 of1 o0 -1,
00 -1/2 1 =5)Fs—>-F;\0 0 1] =2 -1 5

1 1 -3
luego [T1;, =] 1 0 -1}
-2 -1 5

Por lo tanto, escribimos a + bx + cx? en términos de la base B.
a+bx+cex’ =11 —x)+ (1 = xH) + 431 = x°)
a+bx+cx’ =2 —hx+ bl — Lx2+ 31 — 43x°

Ai+Ab+A3=a b=—/11 c=-A
-b—c+A3=a

O3=a+b+c==>a=-b-c.

I 1 -1
[T~ (a + bx + cx)]p, [1 0 —1J(a+bx+cx2)3

-2 -1 5

1 1 -1 -b -b-c
1 0 -1 —c =| -b
-2 -1 5 N\a+b+c=0 2b+c

(=b—c)(1) = b(x) + (2b + c)(1 — x%)
—b—c—bx+2b-2bx*—c—cx’
—b—2c—bx+x*(=2b—c¢)=b—2c—bx—(2b + c)x*.

T Ya + bx + cx?)
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Ejercicio 5.5. Sea T : R* — P, una transformacién lineal definida por T(a,b) =
a—b+axyB=1{1,1 - x}una base de P,. Encuentre una base B, de R? tal que la
matriz asociada a T respecto a las bases By y B es

[Tss = (_11 1

Solucion 5.5.

Sea By = {(ai1, by),(c1,d,)} la base por encontrar, entonces

T((ay,by))=1(1) - 1(1 — x), esto implica que

ay— by +ax =x, luego

— b =0
{(11 ! =>a1=b1=1,

Cl|=1

T(cy,dy) =2(1) + 1(1 = x),
esto implica que
ci—dy+cx=3-x, luego

—d =3
{cl ! =d =4,
Cl=—1

por lo tanto By = {(1, 1), (—1,4)}. Es fécil ver que B, es una base de R?.

Ejercicio 5.6. Sea T : R® — R? una transformacion lineal definida por la matriz

1 -1 0
A=10 0 O0f.
0 0 1

Respecto a la base B = {(1,—-1,0),(-1,1,-1),(1,0,0)}
a) Probar que 4% = A.

b) Hallar una base {v;, v, v3} donde la matriz de la tranformacion es

1 00
C=10 1 0f.
000
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Solucion 5.6.

a)
I -1 01 -1 0 1 -1 0
A* = A4 = [0 0 O] [O 0 0] = [0 0 0].
0 0 1)lo 0 1 0 0 1

b) T(V[) =V, T(Vz) =V, T(V3) = 0

1 0 0)(x
T(x,y,z) = [0 1 0] [y] = (x,7,0).
0 0 0)\z

Si V) = (Cl],bl,cl) = T(al,bl,cl) = (al,bl,O) =C = 0, pOI'lO tanto v| = (al,bl,O).
Si V) = (Clz,bz,Cz) = T(Clz,bz,Cz) = (az,bz,O) = C = 0, por lo tanto V) = (az,bz,O).

Sivy = (a3, b3,¢3) = T(as, b3, c3) = (a3,b3,0) = (0,0,0), por lo tanto a3 = 0 = by y
¢; € R, por lo tanto v; = (0,0, ¢3).

Puesto que {v;, v,, v3} es una base, entonces

ay ap 0
by b, 0]|=%0,
0 0 C3
es decir
ay ap 0
by b, 0|=c Zl Zz‘ = C3(Cl1b2 - blaz) 0
0 0 c b

es decir cza1by # c3bias.
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S5.4.

1))

2)

Ejercicios del capitulo 5

Determine si la transformacion 7 : V' — W es una transformacion lineal.

a) T: R->R, T(x)=2x+1.

y
b) T: R? > R3, T(x,y):[x+yJ.
x

c) T: R - R T(x,y) = (x,)).

d) 7T: R->R" T(x)=
X

e) T: P, — Py, T(ay+ aix +ayx?) = (ay — ay)x + ap).
) T: My, >R, T(A) = 14|

g T: Py— Py, T(p(x)) = p'(x).

as —dp
h) T: P; —» R3, T(ag+aix + axx* + a3x’) = |a; + az|.
a) —d;

i) T:R>—> R T(x)z(x[ Zy).
J X +y
D T:R-R, T(x)=Inx.

k) T: R->R, T(x)= vx.

- x
Suponga que 7 : R? — R? es una transformacion lineal. Encuentre (y) en

cada caso si:

) T(é):(f)
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i) )L
S I

3) Use el resultado del ejercicio 2b, para calcular
2 -1 0
) r(7)rlo)

4) Sea T: R? — R una transformacién lineal tal que 7" | = O DX _ (1),
y 1 0)\y X

a) Halle las imagenes de los vectores
1 (4} (-1) (a
o) G (3)- () «<=
;Qué le ocurre geométricamente a cada vector?.

b) La transformacion anterior se puede escribir como:

X 0 1
T(v)=A.vdondev=(y) yA= (1 0).

. I x\ .
c) Describa geométricamente que le ocurre al vector (y) si T(v) = Av, en los

siguientes casos:
20 00 10 1 0
=2 4=l o=hoo) 2= 5
-1 0
4= ( . 1).
5) Sea T : R?> — R? una transformacion lineal tal que
b cosf —senb)\ [x xcosf — ysen
T . = = .
y senf cos6 |\y xsenf +y
. 3\ . . R .
a) Encuentre la imagen del vector 4] 6= 7,0 =%. (Cual es la magnitud de

los vectores imagenes, en la parte a.

, . 3
(Que le ocurre geomeétricamente al vector ( 4)?.
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b) La transformacion lineal anterior se puede escribir como

r()=()

cosf —send
senf cosO |’

donde

g =

SiT:R>— R}y T(v) = 4yv donde:

X cosf —senf 0
v=|y|, Adg=|send cos6 O0].
zZ

0 0 1

5 4
Describa geométricamente en que consiste esta nueva transformacion lineal
cosd 0 —send
para un vector cualquiera v € R3. ;Qué pasa si 4y = [ 0 1 0 ]
senf 0 cos6

3 1
Halle la imagen de los vectores [4] [0] .

6) Sea u un vector fijo en el plano xy. Si T : R?> — R? es una trasformaci 6n
lineal tal que T(v) = P(v), P(v): vector proyeccion de v sobre u. Demuestre
que 7 es una transformacion lineal.

7) a) Sea: T : R® — R? tal que:
1 0 0
T{O]z(z), []() T[o]z(—;).
0 o) 1

X 1
Encuentre 7|y |y T| 6 |.
z -2

b) SeaT : Py — P,,si T(x*) = 3x, T(x*) = 4x%, T(x) =3y T(1) = 2x.
Encuentre T(ax’ + bx* + cx + d), T(3x + 2).

c) Sea T : M,y — Myy; donde:

o o)=0 1 %) 70 o)=(o 1 o)
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(i o)=lo o o) ¥ o 1)=( V2

a b 2 =5
Encuentre T(c d) y T(7 3 )

d) Sea
V={a+bi:a,beR}T: V-o>T(1)=2+3i T@{)=3-4i

Encuentre T'(a + bi) y T(6 — 3i).

8) Encuentre el nucleo y la imagen de las siguientes transformaciones lineales.
Determine también una base para el nucleo e imagen.

a) T: P, —> P3, T(ayg+a +axx?) =a; —ax+ayx’.
b) T: Py >R, T(ag+a; +ax*+asx’) = a,.

¢) T: R*— P,, T(a,b,c)=a+bx+cx’

d) T: R SR, T(;)=x+y.

e) T: R> - R2, T(x)=(0).
y X

x
) T:R >R T[y]z(;).
z

9) Encuentre la matriz de la transformacion lineal 7. Suponga que B, y B, son
bases canonicas.

a) T: R> > R?,

r()-(2)

xX+y
b) T: R? - R?, T(x): x—y |.
2x + 3y
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a b a+b+c+d a+b+c
C)T'MZXZ_)M2)C27 T(C d)z( a+b a )

10) Encuentre todas las transformaciones lineales de T : R?> — R? tales que la
recta y = 0 se transforma en la recta x = 0.

11) Encuentre todas las transformaciones lineales de 7 : R?> — R? tales que la
recta y = ax se transforma en la recta y = bx, donde a y b son constantes.

12) En cada uno de los sigiuente ejercicios se define una funciéon 7 : R® — R3
con la formula que se da para T'(x, y, z) siendo (x, y, z) un punto cualquiera
de R3. En cada caso determine si 7 es un isomorfismo. Si es asi describir
T(R?); para cada punto (u, v, w) de T(R?), pongase (x, y, z) = T '(u, v, w)y
dar formula para la determinacion de x, y, z en funcion de u, vy w.

a) T(x, y, z) = (z, y, X).
b) T(x, y, z2) =(x, y, x+y+2).
) T(x,y,z)=(x+1,y+1,z-1).

d) T(x, y, z2)=(x+y, y+2z z+X).
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Capitulo 6
Espacios euclideos

En la geometria euclidiana ordinaria, aquellas propiedades que cuentan con la posi-
bilidad de medir longitudes de segmentos rectilineos y angulos formados por rectas,
se llaman propiedades métricas. En R” definimos las longitudes y los angulos en
funcion del producto escalar. Extendemos estas ideas a cualquier espacio vectorial.

6.1. Producto escalar

Sea V' un espacio vectorial sobre R. Decimos que f : V' X V' — R es una funcion
bilineal si satisface las siguientes propiedades:

= f(x+y.2) = f(x,2) + f(,2); flax,y) = af(x,)).
» fx,y+2)= f(xp) + f(x,2); f(x,@p) = af(x,).

Es decir, f es una funcion lineal en cada variable.

Una funcion bilineal f : VX V' — R es positiva (estrictamente positiva) si f(x, x) > 0
para todo x € V, (f(x,x) > 0 para todo x € V) es simétrica si f(x,y) = f(y, x) para
todo x,y € V.

Un producto escalar en V' es una funcion bilineal simétrica y estrictamente positiva
de V' x VenR. Si f(x,y) es un producto escalar, lo denotamos por

f(x,y) =(x,y). Estoes, (, ) satisface:

a) {x,y) = (y,x). Simétrica o conmutativa.
b) (x,y+z) =(x,y) + (x,z). Distributiva.

¢) (¥+z,x)=(,x)+(z, x). Distributiva.
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d)
e)

{ex,y) = c{x,p), {x,cy) = c{x,y). Asociativa u homogeneidad.

(x,x) > 0six # 0. Positiva.

Si ¥ es un espacio vectorial sobre los numeros complejos, C el producto interior
(x,y) es un numero complejo, que satisface los mismos axiomas, excepto el de
simetria que se reemplaza por

(x,y) = {y,x) simetria hermitiana .

Siendo (y, x) el complejo conjugado de (y, x), y

(x,cp) = (ey, x) = ey, x) = &x, ),

donde ¢ es el conjugado de ¢ (en este caso se llama espacio euclideo complejo).

Ejemplo 6.1. Las siguientes funciones son producto escalar:

Solucion 6.1.

a)

b)

c)

d)

(,): REXR" - Ry (x, ) = XL, x;y, donde x = (X1,.ccco, X)) ¥
¥y = (V1) V) €8 un producto escalar en R”. El producto escalar mas
utilizado en R”.

(,): CxC"->C: {x,yy= 2", x;y;donde x = (x1, 0., x,) €C" y
V=1 yn) €C.

(, ) RPXR? > Ry (x,p) = xip1 + X2 + Xop1 + Xo)2, donde x = (x,x2) y
v = (v1,2). Esta funcion es un producto interno, se pueden verificar facilmente
las propiedades. Esto muestra que un espacio vectorial puede tener varios
productos escalares.

Sea C(a, b) el espacio lineal de todas las funciones reales continuas en [a, b].
Definimos el producto interno de dos funciones /'y g como:

b
@gafﬂm@w

Por las propiedades de la integral, es inmediato verificar que es un producto
escalar.
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Observacion

En todo espacio vectorial de dimension finita sobre R, es posible definir un producto
escalar asi: si B = {ay, ....,a,} es una base de V'y U(x) = (xi, ..., x,) € R, es el vector
de las componentes de x € V en la base B, analogamente U(y) = (y1, ..., Vu) € Ry, €8
el vector de las componentes de y € V es decir, (x)z = U(x) y () = U(y). Entonces

(x,y) = U [ UQ)).

es un producto escalar en V' que depende de la base B.

Teorema 6.1. En un Espacio euclideo V, todo producto interno satisface la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

| (x,y) | < (x, )y, x) para todo x,y € V.
Ademas el signo de la igualdad es vdlido si x e y son dependientes.

Demostracion 6.1.

Seaz =ax + by
(z,z) = (ax+ by,ax+ by) = {ax, ax) + {ax, by) + {(by, ax) + {(by, by)
= aa(x,x) + ab{x,y) + ba{y, x) + bb{y,y) > 0.
Haciendo
b = _<X,y> ) B = _<y7x>
a = _0/3y> s a = _O/,y>,

y reemplazando en la desigualdad anterior obtenemos

<y’y><xv x> - <y’ x><x’y> - <an><ya x> + (ya x><x9y> > Oa

luego

@606 %) 2 6 ) x) =l ey I
Esto demuestra la desigualdad.

El signo de la igualdad es validosiz=0 = x = ay es decir, x ¢ y son 1.d.

El producto interno puede utilizarse para introducir el concepto métrico de longitud
en cualquier espacio euclideo.
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Definicion 6.1. Una norma en un espacio vectorial V es una funcion V — R* que
satisface las siguientes propiedades:

a) “x“ >0y “x” =0si x=0.
b) ||/lx|| =14 Hx“ Para todo A € R y todox € V.
c) ”x +y|| < ”x” + “y“ Para todo x,y € V.

Un espacio vectorial normado, es un espacio vectorial provisto de una norma.

Definicion 6.2. Si ||xH es una norma de V, entonces (x,y) — d(x,y) = ”x —y“ es una
métrica inducida por la norma.
Recordemos qué es una métrica.

Una métrica en un conjunto X es una funciéon X x X — R*, (x,y) — R que satisface
las siguientes propiedades,

M, :d(x,y) 20y dx,y) >0 si x .
M, : d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € X.

M; : d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € X.

Observacion

a) Esclaro que la norma de R” es la generalizacion del vector absoluto.

b) El nimero d(x,y) > 0 es la distancia entre dos puntos x,y € X. Un espacio
métrico es un espacio provisto de una métrica.

Ejemplo 6.2. Demostrar que d(x,y) = ||x - y” es una métrica. Es decir una norma

induce a una métrica. Demostrar que Hx” = (x, x)'? es una norma de V, es decir, un
producto escalar induce a una norma.
Por transitividad podemos decir que un producto escalar induce a una métrica.

Solucion 6.2.

Mostrar que ||x| = (x,x)!/? es una norma. Verificar la desigualdad triangular, las
otras propiedades son inmediatas.

||x+y||2 KX+P,X+Y>=<X,X>+<X,y>+ <P, x>+ <y,p>
Xl + VP + 2 < x,p >

X1+ 1P =+ 21l 1l = el + [l

IA
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luego ||x + y|| < |Ix]| + |[Vll. Dejamos como ejercicio mostrar que d(x,y) = Hx - y” es
una métrica.

Definicion 6.3. En un espacio euclideo real V, el angulo formado por dos elementos
no nulos x, y se define como el niimero 0 € [0, n1] tal que satisface

X,

oSO = e bil

6.2. Bases ortonormales

En un espacio euclideo V, dos elementos x, y son ortogonales si su producto escalar
es cero < x,y >= 0. Un subconjunto S C ¥ es un conjunto ortogonal si < x,y >= 0
para todo par x,y € S, x # y. Un conjunto ortogonal se llama ortonormal si ||x|| = 1
paratodo x € S.

or . X .
Observacion Si x # Oy, entonces ﬂ tiene norma uno y por lo tanto tenemos que
X

a) Si S esun conjunto ortogonal, entonces S| = {x/||x|| : x € §} es ortonormal ya

que
Xy (x, ) .
—, =) =—"—=0 six #0.
<|IXI| |b/||> [l 1l
S 1 sii#]
b) f{a;:j=1,..,p}esortonormal siy solosi < a;,a; >=6;; = {O Sll ]
sii=j.

Teorema 6.2. En un espacio euclideo V, todo conjunto ortogonal de elementos no
nulos es linealmente independiente. En particular en un espacio euclideo de dimen-
sion finita con dimV = n todo conjunto ortogonal que conste de n elementos es una
base de V.

Demostracion 6.2.

Sea S = {x, ..., x,} un subconjunto ortogonal de /'y supongamos que

n

Zcixizo x; €8,

i=1

entonces
n
<0,x,>=0= Zci < XpXp>=cCp < XX > k=1,...n
i=1

y como < Xy, x; ># 0, entonces ¢; = 0 para todo k.
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Ejemplo 6.3. Sean V = C(0,2n), < f,g>= fOZHf(x)g(x)dx, S = {up,uy, ...} donde
uy = 1, upy—1(x) = cosnx, uy,(x) = sinnx, paran = 1,2, .... Muestre que S es un
conjunto ortonormal.

Solucion 6.3.

21
Sim # n, se puede mostrar (se deja como ejercicio) que f U, (X)u,(x)dx = 0 luego
0

S es un conjunto ortogonal.

Ahora ningun elemento de S en el elemento cero, por lo tanto S es linealmente
independiente.

21
ol =< 1, g >= f dx =210 = Jugll = Var.
0

Para n > 1 tenemos

21
2 2
leton-1lI" =< wzp-1, U201 >=f cos’ nxdx = 1t = |luz,-ill = Vr.
0

27
2 2.2
12l =< 1, Uz >=f sin’ nxdx = 1 = |luzll = Vr.
0

llugll = V27, por lo tanto

COS 11X sin nx
) V2n71(x) = > Vzn()C) =

1
i Vi

es un conjunto ortonormal.

vo(x) = por lo tanto n > 1,

Teorema 6.3. Sea V un espacio euclideo de dimension n, y supongamos que

S = {ej,...,e,} una base ortogonal para V. Si x es una combinacion lineal de los

elementos de S
n
X = Z ciéi,
i=1
< X, €;

>
entonces c; = ———— paratodoc = 1,2, .., n.
<e,e >

En particular si S es ortonormal

ci =< Xx,e >.
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Demostracion 6.3.

n
< X, €; >= Z < €,€; >= Cj < €;,€; >,
i=1
puesto que < e;,e; >= 0sii # j, esto implica que < e;,e; >= 1sii = j. Luegoc; =<
x,e;)] <ej, e >,siS esortonormal, entonces < e;,e; >= 1 luego ¢; =< x,e; >.

Teorema 6.4. (Teorema de Pitagoras). Sea E un espacio euclideo real. Entonces los
vectores x,y son ortogonales siy sélo si

2 2 2
Il + 2117 = {1l + Il

Demostracion 6.4.

Ix +)IF = (x+y,x+y)=(xx)+2(x,9) + (1.
Ixdl* +2 < x,p > +|WIIF = [Ix1* + [P

6.3. Proyeccion ortogonal

Sea x € V (V es un espacio vectorial de dimension finita) y S € V. Determinar un
y € S tal que la distancia entre x y y sea lo mas pequefia posible, es decir, calcular la
distancia entre x y el conjunto S

d(x,§) = inf d(x.y) donde d(x,y) = llx = I

Teorema 6.5. Sea S un subespacio del espacio euclideo V. Entonces para todo x € V'
existe uno y solo un b, C S tal que (x — b/z) = 0 para todo z € S

Demostracion 6.5.

La demostracion se deja como ejercicio.

En el Teorema 6.5 si S = {v;, v», ..., v,} €s una base ortonormal de V, entonces

P(x)=b, = Z <X,V > v
i=1
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o X

Teorema 6.6. (Teorema de la Proyeccion Ortogonal.) Si S es un subespacio euclideo
q
deVyxelV, entonces d(x,S) = ||lx — P(x)|| = ||[xb]|| (b = p(x)).

Demostracion 6.6.

Sea z € § arbitrario. El triangulo con vertices b, x y z es rectangulo y por el Teorema
de Pitagoras
IXZIP = I6Z1 + 15X
. . ﬁ
Por consiguiente |[XZ||* > ||xb]|?,

es decir,
d(x,z) > d(x, b)para todo z € b distinto de b.

Denotamos por P(x) es la proyeccion ortogonal de x sobre S'.

Definicion 6.4. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V se dice que un
x € Ves ortogonal a S si < x,y >= 0 para todo y € S. Dos subconjuntos S y R son
ortogonales si < x,y >= 0 para todox € S yy € R.

Teorema 6.7. Si S y R son ortogonales, entonces S N R = {0}.

Demostracion 6.7. Six € S N R =< x,x >= 0 luego x = 0.
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Definicion 6.5. Si S es un subconjunto de un espacio vectorial V, entonces

St={yeV:i<y,x>=0 paratodo x€S).

Se deja como ejercicio mostrar que S+ es un subespacio vectorial de V.

Teorema 6.8. (Teorema de la descomposicion ortogona). Sea V un espacio vectorial
euclideo y S un subespacio de V de dimension finita. Todo elemento x € V se puede
escribir en forma unica como la suma de un elemento de S y otro de S+, esto es

x=s+s" donde seS y s"e€S".

Ademas,

2 2 2
[l = NIl + Is*I1, 5™ = x—s.

Demostracion 6.8.

Puesto que S es de dimension finita, entonces tiene una base ortonormal {ey, ..., e,}

n
s=P(x)=Z<x,e[>ei st=x—s.
=

Propiedades de P:

= P es lineal puesto que el producto escalar es bilineal.
= Siye S, entonces P(y) = y.

s Po P(x) = P(x); V = N(p) ® Imag (P), es decir, Imagen(P)y N(P) son orto-
gonales.

Por ejemplo si S es un plano, que pasa por el origen, S+ es una recta que pasa por el
origen perpendicular a S.

Teorema 6.9. Si S es un subespacio vectorial de V' y P es la proyeccion ortogonal
de x sobre S, entonces

1) d(x,s) =|lx — p(x)||.
ii) N(P)=S"*.
i) SeS+t=7.

Demostracion 6.9.
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s X=s+s*

Si x € N(P), entonces

P(x) =0 & Px)= ) (x,v)v; =0,
i=1
luego
<x,v;>=0=>xeS".
Supongamos que x € S+, entonces

<x,z)=0paratodozeS.

Por otra parte

<x—P(x),z>=0paratodoz € S,
asi que < P(x),z >= 0 para todo z € S. En particular si z = P(x), entonces
< P(x), P(x) >= |IP(®)IF = 0

por lo tanto P(x) = 0y x € N(P).

Como V' =S @& N(P); entonces V' =S & S+.
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6.4. Ejercicios resueltos

Ejercicio 6.1. Encuentre un valor de k, para que la siguiente funcion sea un producto
interno en R?
<u,v>=x1y1 — 3x1y; — 3x01 + kxo)s.

Solucion 6.1. Sean:

(x1,x2) € R?
(i, y2) € R

=
|

<
1l

Mostremos que
<u,v>=<v,u> paratodo valor de k.

En efecto

<u,v> = <(x,x2),1,)2) >
= Xy = 3xs = 3yax) + kxoys (Reordenando)

= <@Ly (x1,x2) >
= <vu>

Para que la funcion sea un producto interno debe cumplir que

<u,u>>0 , u#0 y <uu>=0su=0.
En efecto
<u,u >=< (x1,x2), (x1,x3) >= xf —6x1x + kx% = (x; - 3x)°
sik=09.

Ejercicio 6.2. ;jPara qué valores de a, b, c,d € R la siguiente funcion es un producto
interno en R3?

Solucioén 6.2.

<u,v>=<(x1,x2), V1,)2) >= ax\yi + bx1y; + cxop + dx2).

Por definicion tenemos

< (x1,x2), (x1,X%) >= ax% + bx1xy + cx1x0 + dx%.
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(Vax; + \/;lxz)z = axf +2 \/5\/3x1x2 + dx%.

Para que la funcion sea un producto interno se debe cumplir que

ax% + bx1xy + cx1xy + dx% = axf +2 \/E\/Exlxz + dx%.

Igualando coeficientes, obtenemos

2VaVd =b+c=4ad = (b+c)* = b* + 2bc + 2,

luego
b +c?

0
7 >

2ad — be =

es decir,
bc i .
ad — — > 0 esla condicion que se debe cumplir.

Ejercicio 6.3. Dada la base {v|,v,,v3} = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R>. Hallar
una base ortonormal en R3.

Solucion 6.3. Primero, normalizamos v,

uj

_L_(MJ)_(LLL)
Tl Vs \VB VB V3

Luego hacemos:
Wy =Vr— < Vo,U; > U

1 1 1 1 1 2
<voy >= (0,1, 1), (== —, —= |} =04 — + — = =,
i <( )(«B NG «/§)> VA

por lo tanto

2 1 1 1 222
n= 00 (e pp) o= (3.2)

III
Wl
W | —
W —
~—

Finalmente normalizamos w, y definimos u,

up

(_Z 1 1)
_ W2 333
w 2

wall — 2
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Analogamente, aplicando el mismo procedimiento para vs se llega a que

1 1
o= 5
Luego la base ortonormal pedida en R? es:
sty 103) = {(_l_,_l_,_l_),(__%_,_l_,_l_),(o,__l_,_l_)},
V3 V3 V3/\ V6 V6 V6 V2 V2

Ejercicio 6.4. Encontrar una base ortonormal para el subespacio W de R? dado
por:

W ={(x,y,2)/]x —y+2z=0} con el producto interno estindar de R>.

Solucion 6.4.

Primero obtenemos una base para ¥ de la siguiente manera:

I
I

{(x,v,2): x—y+2z2=0} ={(x,y,2): x=y—-2z} ={(y—2z,y,2) : y,zR}
{(»(1,1,0) + z(-2,0,1) : y,zR} =W = L{(1,1,0),(=2,0, 1)}.

Luego una base para W es B = {v; = (1,1,0),v, = (2,0, 1)}. Ortogonalizamos la
base B:

W =V = (1, 1,0)

(va, wp) <(=2,0,1),(1,1,0) >
- wy = (=2,0,1)—
1=(2.0.1) (1, 1, 0)|1

(1,1,0) =(-1,1,1),

Wy = Vp
lwill?

luego
{wi,wa} =1{(1,1,0),(-1,1,1)} es base ortogonal para .

Normalizando esta base, obtenemos

u—(l’l’o)—(iio)

v\ e

WQQ+LL%
V3 V3 V3 V3
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Ejercicio 6.5. Decida si el conjunto {1, x, x*} es ortogonal, donde el producto interno
en P, estad definido por < p,q >= f_ll p(x)g(x)dx.

Solucion 6.5.

La condicion de ortogonalidad implica que < p,q >= 0.

1
a) (1,x>:fxdx:0.

1
b) (x,x2>:fx3dx:0.

1

1
c) (1,x2>:fx2dx¢0.

1

En consecuencia, no son mutuamente ortogonales, luego el conjunto no es ortogonal.

Ortonormalicemos el conjunto {1, x, x*}:

wp =V = 1
%

W_v_ww = x—=L x(l)_x

T 2 '
< vy, Wy > < vy, wp > <X’ x> <x% 1> 1
Wymvy— 2Ty, S T T 2 —(x) - () =x*-=.
(w2 w12 [Ix]1? [11]1? 3

Asi que,

1
wr = {1, x, x> - g} es la base ortogonalizada.

Ahora, normalizamos {1, x, x* — 1},

Vi 1

1= 77— = —

Il V2

v = va X \/?x
27 wall \F 2
3
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us

2 _ 1 2
V3 73

o ~ -3 _xz_%_ ﬁ(xz_l)
[Ivsll \/<x2 — Lo %> \/f_ll(x2 ~ by2dx 2 8 3

Por consiguiente

1 3 [45 1
{@ \/;x, 3 (x2 - 5)} es la base ortonormal pedida.

Ejercicio 6.6. Sea V = M,,, con producto interno:

a)
b)

(4, B) = tr(B'.A).

E t I angulo ent b2 2!
ncontrar el dngulo entre | 5 5 |v(o _ )

Encontrar una base ortonormal de la base

SZ{V1,V2,V3}:{((1) _21)(} (1))(} Z_})}

Solucion 6.6.

a)

Se propone como ejercicio calcular el angulo entre las dos matices usando
como producto intreno la traza y como norma de una matrices, la suma de las
componentes al cuadrado.

Otra forma de hacer el ejercicio es la siguiente:

Como el conjunto de matrices 2 X 2 M,,, es isomorfo a R* (se deja como
ejercicio la demostracion), entonces podemos decir que

12 201
u—(3 2)<—>(1,2,3,2), v—(o _1)<—>(2,1,o,—1).

Luego, aplicando la formula (u,v) = |[ull||[v]| cos ¢ con el producto inerno en
R*, obtenemos

—_ <p’q> — <(1’23372)s(2,1,0,_1)> _ 2 _ 1
Iplllgll ~ VIZ+22 432+ 22422+ 2+ (-1 VI8V6 313

0s ¢

1
¢ =arccos| ——=| = 78°.
(3@)
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b) Siguiendo el procedimiento de ortonormalizacion, se tiene:

1 -1
W1=V|=(O 2)

(30 o)

" w11 1 -1\ (11
2ERT M T o) T e cre2zv0zlo 2) T of
v =y (v3, wi) <V3,W1>W
3 - 3~ 1~ 1
w12 [lw1l?

Gt 5))(1 )

1 2)
1 3] 12+12+12+02

(o)l 3 )

Il
—_

10} 12+(=1p+22+02\0 2
. (2 5) tr(l 2)
=(1ﬂ_ 12(1?_ 14(1—j
1 3 3 10 6 0 2

b330 o3 2)=5 5 3

Normalizando esta base ortonormal obtenemos:

) — R J—

Cwall 43 3

-7 9 (-7 9
w3 6\-2 8 °\-2 8 /2(1)(—7 9) 2 (—7 9)
us = = = = —(— - X
V49+81+4+64 11°6°\-2 8 -2 8
lwsll - ¥ e /% 6v22
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6.5.

1)

2)

3)

Ejercicios Propuestos

En el espacio P, dotado del producto escalar (, ), se sabe que
B={1 +x+x2,x+x2,x2}
es una base ortonormal. Se pide:
a) Hallar la matriz de dicho producto escalar ¢, ) en la base B, = {1, x, x*} de

P;.

b) Dado el subespacio U = L{1 + 2x + 3x?}, determine el espacio U* (com-
plemento ortogonal de U). Obtenga una base ortonormal de U™.

¢) Hallar la minima distancia del vector x* al subespacio U*.

d) Se considera la aplicacion T : P, — P, definida, T'(p) =proyeccion ortogo-
nal de p sobre U*. Estudia si T es lineal y, en caso afirmativo, determinar
la matriz asociada a 7 en una base (de P,) a elegir ;Puede ser dicha matriz
ortogonal?.

En el espacio euclideo R* dotado del producto escalar ¢, ), se sabe que
B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)}
es una base ortonormal. Se pide:

a) Hallar la matriz de dicho producto escalar ¢, ) en la base B. de R3, siendo
B.=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)}.

b) Dado el subespacio U = L{(1, 2, 3)}, determina el espacio U*. Obtenga una
base ortonormal de U*.

¢) Hallar la minima distancia del vector v = (0, 0, 1) al subespacio U™.

d) Se considera la aplicacion T :— R? definida pora todo u € R3,
T(u#) =proyeccion ortogonal de u sobre U*. Estudiar si T es lineal y, en
caso afirmativo, determinar la matriz asociada a 7' en una base (de Rj3) a
elegir ;Puede ser dicha matriz ortogonal?.

Dados «, 8 € R. Se define la aplicacion f : P, X P, — R mediante

2 1 -1)\(d
fla+bx+cx,d +bx+cxX*)=(abe)| 1 1 allt
-1 a B\

Se pide:
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a) Determinar el conjunto de valores de los parametros «,f para los que f°
define un producto escalar en P,. Representa dicho conjunto en el plano

(@.B).
Para los tres apartados siguientes (todo ellos referidos al producto escalar
definido por f), supondremos que « =0y 8 = 2.

b) Calcula una base ortonormal de P;.

¢) Hallar la minima distancia del polinomio p(x) = 1 al subespacio
S = L{x, x*}.
d) Obtenga el angulo entre el polinomio p(x) = 1y el subespacio S+.

4) En el espacio euclideo de M,,, dotado del producto escalar (, ), se sabe que
B 1 1) (0 1)\ (0 0\ (0 O
W\ ool o100 1
es una base ortonormal. Se pide:

a) Hallar la matriz del producto escalar (, ), en la base de M.

b) Dado el subespacio S = {(i }) , (; ;)}, determinar su complemento or-

togonal.

¢) Hallar la distancia (minima) de la matriz 4; = ((1) i) y el subespacio S'.
, . 00 .
d) Halle el angulo entre la matriz 4, = (O 1) y el subespacio S.

5) En el espacio vectorial euclideo R?, dotado del producto escalar usual, indicar
y razonar si cada una de las aplicaciones f : R® — R3, g : R® - R’y
h :R3 — R3, definidas en la base candnica de R3, respectivamente por:

2
f(x,p,z) = (x, 7\/_)/ - V222, V22y + \/Ezz].
g, y,z)=(x-t+z,x-y—-2z,x+y+2).

h(x,y,z) = ((7Tx = 2y — 52)/6,(—2x + 2y — 22)/6,(—5x — 2y + 72)/6).

Es: a) lineal, b) automorfismo, d) ortogonal.
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6) En el espacio vectorial euclideo real V, con producto escalar ¢, )), se considera
la base B = {v{,v,,v3} y el subespacio S = {v; — v, v, — v3}.
La matriz del producto escalar (, ) en la base B es

321
A=12 3 1
I 11

1) Probar que 4, efectivamente, puede ser un producto escalar.

Se pide:

2) Hallar una base ortonormal al subespacio S'.
3) Hallar la distancia del vector v; al subespacio S'.

4) Determinar S+*.

7) Se define la aplicacion £ : R? x R® — R?, mediante

2 0 -1\(n
SO, =(x1, x2, x3)1 0 1 0 [|ya|=x"Ay
10 2,

X1 Y1
donde [xz] y &2] son la expresion de x e y por medio de sus coordenadas en la

X3 3
base B = {vi,v,, v3}. Se pide:

1) Demostrar que f define un producto escalar en R>.
2) Hallar una base ortonormal de R3, respecto del producto escalar de f.

3) Hallar la proyeccion ortogonal del vector w = by + b, + b; sobre

S = L{bl + bz,bz - b3}

8) Dada la aplicacion f: R* x R® - R

22 4\(n
S0, %,%5), 01,02,09) = (71 % x3){2 S 3]&2}
4 3 12)\»s

Se pide
(1) Probar que la aplicacion f define un producto escalar en R>.

(2) Calcular una base ortonormal, para este producto escalar, en R>.
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(3) Calcular la distancia d(u, H), segin el producto escalar f, siendo
u=(1,1,1) y H=L{1,2,3}

9) En el espacio vectorial P53 de los polinomios con coeficientes reales y grado
menor o igual que tres, se consideran los conjuntos

U={peP;:pkx)=a+bx’; a,beR).
V={pePs:pkx)=(A—p)+pux+ux’*+ (A +px*;uck)
Se pide:

a) Probar que U y V son subespacios vectoriales de P; y calcular una base de
cada uno de ellos. Hallar una base de cada uno de los subespacios U + V'y
unv.

b) Considerando en P; el producto escalar definido por:
<(10 +ax+ a2x2 + a3x3, bo + blx + b2x2 + b3x3) = aobo + (llbl + a2b2 + a3b3.
calcular la distancia (minima) del polinomio p(x) = 1+ 3x al subespacio V.

10) Sea B = (e, e ""Dx e, 1,¢%, ...,e" DX ™) conn €, n > 2 una base
del espacio vectorial real V" con las operaciones usuales de suma y producto
por escalar, de funciones reales de variable real. Sea T

T VoV, T()=/["-f-2f.

(a) Demostra que 7T es lineal.
(b) Hallar la matriz asociada a T" en la base B.

(c) Calcular una base ortogonal de Ny para el producto escalar

1
(fig) = fo fg(x)dx.

11) Sea T : V' — V una transformacion lineal hermitiana tal que 7”(x) = 0 para
todo n €. Entonces 7'(x) = 0.

12) Sea V un espacio euclideo complejoy 7' : V' — Vesnormal, si T*oT = ToT™.
Demuestre que ||7*(x)|| = ||7(x)|| para todo x € V.
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En este capitulo vamos a estudiar el concepto de valor y vector propio de una
transformacion lineal o de la matriz que se obtiene de una transformacion lineal,
asi como algunos métodos numéricos para calcular dichos valores y vectores
propios. Es decir, dada una matriz 4 de orden n X n (o T : R” — R") queremos hallar
A € C para los cuales existe en x # 0 tales que Ax = Ax donde A es un valor propio y
x € R” es un vector propio asociado a este ultimo.

Definicion 7.1. Sea V un espacio vectorial y T : V — V una transformacion lineal,
un escalar A es un valor propio de T si existe un elemento no nulo x € V tal que
T(x) = Ax.

El elemento x se llama vector propio (o autovector propio de T) de T, perteneciente
a Ay A se llama autovalor propio correspondiente a Xx.

Teorema 7.1. Existe un solo autovalor propio correspondiente a un autovector pro-
pio X.

Demostracion 7.1.
Si T'(x) = Ax y T(x) = ux, entonces Ax = ux.
A=—wx=0 comox=0=A1=pu.

Ejemplo 7.1. Sea T : V — V, T(x) = cx para todo x € V' y ¢ € R. Encuentre los
valores propios de T.

Solucion 7.1.

En este caso A = ¢ es un valor propio de 7 y todo 0 # x € V' es un autovector propio
deT.

Ejemplo 7.2. Sea T : V — V, T(x) = 0. Encuentre los valores y vectores propios de
T.
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Solucion 7.2.

T(x) = 0 = Ox para todo x € V, luego 4 = 0 es un valor propio de 7 y todos los
elementos de V' son vectores propios de 7.

Ejemplo 7.3. Sea T : V — V, donde V es el conjunto de todas las funciones deriva-
bles. T(f) = f" calcular los valores propios.

Solucioén 7.3.

I(f)y=f =af = f(x) = ce™,
donde A es un valor propio correspondiente al vector propio f(x) = ce.

Ejemplo 7.4. Si estamos en dimension finita, entonces T : V — V, se puede repre-
sentar como.

Solucion 7.4.

T(x) = Ax, luego A es un valor propio de 7 si A es un valor propio de 4, es decir,
Ax = Ax para todo x #€ v donde x es su correspondiente vector propio.

Ejemplo 7.5. Calcular los valores propios de A; donde A = (10 _18) .

6 -11

Solucion 7.5.

10 —18)(x) . [x 10x - 18y\  (x
(6 —11)(y)_l(y):>(6x—UY)_A(y)'
10x — 18y = Ax
6x—11y = .

Resolviendo el sistema obtenemos

A10-2) 18y =>10—a= 18
6X YA+ 11) 6 A+ 11

110 - 111+ 1024—-2> = 108
P+a-2 =0
A+2)A1-1) = 0.
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Los valores propios 4 = -2y 1 = 1.
. . . X 2
Si A = 1, su vector propio correspondiente es (y) = ( )
. . . X 3
Si A = -2, su vector propio correspondiente es (y) = ( ) .

Teorema 7.2. Sea A una matriz n X n. Entonces A es un valor propio de A si y solo si

P(Q) = det(4 — Al) = 0.

Donde P(A) es el polinomio caracteristico y el lado derecho de la igualdad es su
ecuacion caracteristica.

Demostracion 7.2. La demostracion se deja como ejercicio.

El polinomio caracteristico P(1) = det(4 — A) por el Teorema fundamental del alge-
bra, tiene n raices (contando multiplicidades). Por ejemplo P(x) = (1 — x)’ tiene 5
raices todas iguales a 1, por lo tanto toda la matriz n X n tiene exactamente # valores
propios.

2 1 1
Ejemplo 7.6. Calcular los valores propios de A = [ 2 3 4 ] .
-1 -1 =2

Solucion 7.6.

A-2 -1 -1
PAH=|-2 A-3 -4 |=A-DA+1)(-3).
1 1 A+2
Esto implicca que 4 = 1, 4 = —1, 4 = 3 valores propios distintos.

Resolvemos Ax = x para A4 = 1

-1 -1 -1)(x 0 -1 -1 -1)(x 0

-2 =2 -4 =[0l=[0 0 =2|{y|=[0],

1 1 3)\z 0 0 0 2)J\z 0
x3=0=2x1+x=0=>x=-rt xx=*1.

El vector propio para A = 1 es #(—1,1,0) donde r # 0 € R.
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El vector propio para A = —1 es #(0, 1, —1) donde ¢ # 0 € R.

El vector propio para A = 3 es #2,3,—1) donde t # 0 € R.

Ejemplo 7.7.

2
Encuentre los autovalores propios repetidosde 4 =0 3 —1}{.
2 1

Solucién 7.7. Se puede mostrar que los valores propios de A son A = 2,2,4.

Ax = 2x, resolvemos el sistema

Xy — X3 = 0
—x+x3 = 0
—2X1 — Xy — X3 = 0.
Obtenemos x| = —x; = —x;3 los vectores propios son de la forma t(1,—1,,1) t € R.

Si A = 4 obtenemos los vectores propios t(1,—1,1) t # 0.

Teorema 7.3. Si A es un valor propio de una matriz A de orden n X n, entonces
E, = {x : Ax = Ax} es un subespacio C" (R" si la matriz y los valores propios son
reales). En este caso E, es llamado espacio propio de A correspondiente a A.

Demostracion 7.3.

Sea x,y € E,, esto implica que Ax = Axy Ay = Ay.

A(x +y)
A(ax)

Ax+ Ay =Ax+ Ay =Ax+y) € E,
aAx = a(dx) = Aax) € E,.

En el ejemplo 7.6 se tiene que dim Ey = dimE_; = dim E; = 1.

En el ejemplo 7.7 se tiene que dim E, = dim E4 = 1.

2 11
Ejemplo 7.8. Sea 4 =12 3 2
3 3 4

a) Mostrar que P(1) = (1 —1)(A—1)(A—7) es decir, los valores propios de A son
A=1L1lya="7
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b) Mostrar que E, = {(x,y,z) : x(1,0,-1) + ¥(0,1,-1),a,b € R}, dim E, = 2
E; ={(x,y,2) : x(1,2,3) x e R}, dimE; =1.
Solucion 7.8.

Queda como ejercicio verificar a) y b).

En este ejemplo la dimension del espacio propio correspondiente al valor propio
repetido A = 1 es generado por dos vectores, lo cual es diferente a los ejemplos
anteriores, que son generados por un vector.

Teorema 7.4. Sea A una matriz n X n 'y Ay, ..., A, valores propios distintos de A,
con vectores propios correspondientes vy, ...,v,. Entonces vy, ..,v, son linealmente
independientes. Ademas forman una base.

Demostracion 7.4.

Si demostramos que los vectores propios son linealmente independientes, estare-
mos mostrando que forman una base de R". Demostraremos por induccion so-
bre el nimero de vectores y valores propios n. El resultado es inmediato para
n = 1. Supongamos que el enunciado es cierto para n — 1 vectores propios.
Sean vi,v,,..,V,_1,V, B vectores propios que tienen n valores propios distintos
Ay, Ay ooy Ayt Ay ¥ SUpONRgamos que existen a; para i = 1,2, ..., n tal que

avi +ava + ...+ a,v, =0 (1).

Aplicando una transformacion lineal T en ambos lados, obtenemos

T(ayvi +ava + ... +a,v,) =T(0) =0
aiTv) +a;T(v) + ... +a,T(v,) =0

aiAivy + axdova + ... + a,A,v, =0 (2)
Multiplicando la ecuacion (1) por A, y restando esta ecuacion con (2), obtenemos

n—1

D ald; = A)vi = 0.

i=1

Pero como vi,v, ..,v,_1 son linealmente independientes, entonces a;(1; — A,) = 0
parai=1,2,..n—1.

Como A; # Ay, entonces ¢; = 0 parai=1,2,..,n—1. Por la ecuacion (1) se tiene que
¢, = 0 por lo tanto vy, v, ..., v, es linealmente independiente.
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3 -5
1 -
los espacios propios correspondientes a los vectores propios de A.

Ejemplo 7.9. Sea 4 = ( ) Calcular los valores propios, los vectores propios y

Solucién 7.9.
Por definicion

3-1 =5

det(A—AI):' 1 —1-2

|=42—2/1+2=o,
esto implica que A =1 + 1.

Luego
L=l+d, H=1-2A, v1=(2;-1), E1+,~=gen{(2;1)}
=) o {1}

7.1. Matrices semejantes y diagonalizacion

El propésito de estudiar este concepto, es analizar bajo qué circunstacia, si se tiene
una matriz cuadrada, existe otra matriz semejante a ella que sea diagonal, es deicr
que tenga los mismos valores propios.

Definicion 7.2. Se dice que dos matrices A y B son semejantes si existe una matriz
invertible C de n x n tal que B = C™'AC.

B=C"AC & CB = AC.
Ejemplo 7.10. Demuestre que T(A) = C~'AC es lineal T : My, — M,x,.

Solucion 7.10. '

Es inmediato por las propiedades de las matrices.

Teorema 7.5. Si A y B son matrices semejantes nXn, entonces Ay B tienen el mismo
polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos valores propios.

Demostracion 7.5.
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Si B=C7'4AC

det(B—Al) = det(C'AC — AI) = det(C'4C - C™'(AI)C)
= det(C™'[AC = AIC]) = det(C™'(4 — ADC)
= det(C")det(4 — AI) det(C)
= detC 'det Cdet(4 — AI) = det(4 — AI).

Definicion 7.3. Una matriz A,yx, es diagonalizable si existe una matriz diagonal D
tal que A es semejante a D.

El problema radica en como encontrar la matriz D semejante a una matriz dada A.

Verificar que una matriz es semejante a otra es fdcil, pero encontrar dicha matriz no
lo es, tenemos que recurrir al siguiente teorema:

Teorema 7.6. Una matriz A n X n es diagonalizable si y solo si tienen n vectores
propios linealmente independientes. En tal caso, la matriz D es semejante a A y

viene dada por
A 0 0 ... 0

0 & 0 .. 0
0 0 0 .. A
Donde Ay, ..., A, son valores propios de A y C es una matriz cuyas columnas son

vectores propios linealmente independientes de A.
D = C'AC, es decir, una matriz A es diagonalizable si tiene valores propios distin-
tos.

Demostracion 7.6. La demostracion se propone como ejercicio.

Ejemplo 7.11. Si 4 = (g g) muestre que A es diagonalizable y escriba A como
A=C"'DC.

Solucién 7.11.

Se deja como ejercicio resolver el ejemplo.
En general no toda matriz es diagonalizable, pero las matrices simétricas tienen la
propiedad de serlo.

Teorema 7.7. Sea A una matriz simétrica real n X n, entonces los valores propios de
A son reales.
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Demostracion 7.7.

Sea A un valor propio de A con vector propio x, Ax = Ax, x € C".

Recordemos

<ax,y>=a<xy>

<x,ay>=a<xy>

<AX, X >=< A, x >= A< Xx,Xx > .

Como A = A', entonces

<Ax,x >=<x,A'x >=< x,Ax >=< x, Ax >= 1 < X, X >,

luego

x| = AP = 2= A

Si 3
A=a+bi=> A=a-bi,

entonces a + bi = a — bi esto implica que b = 0 por lo tanto 1 = a € R.

Teorema 7.8. Sea A una matriz simétrica real n X n, si 1, y A, son valores propios
de A distintos, con correspondientes vectores propios vy, v,, entonces vy, V, SOn
ortogonales.

Demostracion 7.8.

Tenemos:
A-vi=A4vi-va=A4(vi-v2) (1)

Avi vy =vi-A'vy = v - () = L(vi-v,)  (2)

luego por (1) y (2), se concluye que

/l](V] . Vz) = /lz(V] . V2) = (/1] — /lz)(V] . Vz) = 0,

como Ay # A, = viv, = 0.

Esto significa que si A,x, es simétrica entonces A tiene n vectores propios ortonor-
males.
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Definicion 7.4. Se dice que una matriz A n X n es diagonalizable ortogonalmente si
existe una matriz ortogonal Q tal que

Q0"40 =D donde D = diag(1,,..,A,)
y A1, ..A, son valores propios de A. En este caso Q' = Q7.

Teorema 7.9. Sea A una matriz real n X n. Entonces A es diagonalizable si y solo si
A es simétrica.

Demostracion 7.9.

Si A es simétrica, entonces por el teorema anterior A es diagonalizable ortonormal-
mente, por lo tanto existe una matriz Q cuyas columnas son los vectores propios
dados en el teorema anterior.

Supongamos que A es diagonalizable ortogonalmente, entonces existe una matriz Q
tal que

0'40 =D = 00'400' = ODQ' = 4 = QDQ",
entonces
A'=(0DQ) =(0)'D'Q' = 0DQ' = 4,
luego A es simétrica.
Observacion Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizable:
i) Encuentre una base para cada espacio propio de A.

ii) Encuentre la base ortonormal para cada espacio propio de A.

iii) Escriba Q como la matriz cuyas columnas son los vectores propios ortonor-
males obtenidos en ii)

Ejemplo 7.12. Diagonalizar la matriz simétrica A 2 X 2, usando una matriz ortogo-

nal.
(3 4 o7
A—(4 _3) A=A4".

Solucion 7.12.

3-1 4
4 -3-2

‘=(3—/l)(—3—/l)=0=>—(9—/12)—16=0

A=-25=0=>1=5, 1=-5.
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Sid=5
3-5 4 \ (-2 4 -2 4
4 -3-5/"14 -8 0 0
=2x1 +4x, =0 = x; =2x,,
(donde ~ significa en este caso, equivalencia por filas), por consiguiente

Es ={(x1,x2) : (x1,x2) = x2(2, )} vy = (?) il = V5 u = % (?)

Sid=-5
345 4 \_(8 4)_(8 4
4 -3+5/ \4 2 00
8x1+4x, =0 = xy = —2x1,
por lo tanto

Es ={(x1,x2) : (x1,x%2) = x2(1,-2)}, w2 = (_12) all= V5 y w= % (_12)
1 (2 1 2 1 5 0
o=l B o= ) o

o

10 =5\(2 1)_1(15 20)_(3 4
5 10)\1 =2) 5120 -15) 4 -3)°

7.2. Transformacion lineal adjunta

A =0D0"

N = | =

Ejemplo 7.13. Sea V un espacio euclideano, para cada a € V fijo, sea T(x) =<
a,x >. Muestre que

i) T eslineal
ii) T es biyectivo.

Solucién 7.13.
) Tx+y)=<a,x+y>=<a,x>+<a,y>=Tx)+T(Qy)

T(Ax) =< a,Ax >= A < a,x >= AT(x).
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ii) T es biyectivo

Tx)=T()=><a,x>=<a,y>

<a,x+y>=0sia=x-y,

entonces

<x=-p,x—y>=0=>x-y=0=x=y,

luego T es inyectiva. Claramente T es sobre por definicion, por consiguiente
T es biyectiva.

Si V es un espacio euclideo y U una transformacion lineal de V en V, para cada
x € V fijo, definimos la forma lineal

T.(z2) =< U(z),x >.

Claramente U es una transformacion lineal. Su demostracion se deja como ejercicio.

Como T, es biyectiva por el ejemplo anterior, entonces existe un z € V tal que
T.(x) =< z,y >, por lo tanto definimos T* : V — V; tal que

<z, T"(x) >=<T(2), x >,
la funcion T* se llama transformacion adjunta de T.
Teorema 7.10. 7" es una transformacion lineal.

Demostracion 7.10.

<z,T"(x+y)>=<T@),x+y> = <T@,x>+<T(2),y>
= <z, T"(x)>+<zT'@y) >
= <z,T"(x)+T*(y) >,
luego T*(x +y) = T*(x) + T*(y).

<z, T*(Ax) >=< T(2),Ax >= 1 < T(2),x >= A <z, T*(x) >=< z, AT"(x) >

T*(Ax) = AT (x).

Observacion Si T(x) = Ax y los elementos de A son reales, entonces T*(x) = A*x
donde A* es la matriz adjunta de la matriz A y en este caso matriz adjunta es la
transpuesta A* = A'.

201



Capitulo 7. Vectores y valores propios

7.3. Transformaciones lineales hermitianas

Definicion 7.5. Sea V un espacio euclideo y S un subespacio de V. Una transforma-
cion lineal T es hermitiana en S si:

< T(x),y >=<x,T(y) > paratodo x,y € S.

Si V =R, las transformaciones lineales hermitianas se llaman simétricas.
Teorema 7.11. Una transformacion lineal T es hermitiana si 'y solo si T* = T.

Demostracion 7.11.
Si T hermitiana, entones

< T(x),y >=<x,T(y) >=<T"(x),y > T(x) = T"(x).

Si T =T entonces

< T(x),y >=<T*(x),y >=<x,T(y) >,

luego T es hermitiana.

Si T(x) = Ax y T es hermitiana, entonces A es hermitiana y se denota por A*. Si el
espacio es real, entonces a es simétrica, esto es A = A'.

Teorema 7.12. Los valores propios de una funcion lineal hermitiana son reales.

Demostracion 7.12.

Sea A un valor propio de T, es decir T(x) = Ax x # 0

<T(x),x >=< A, x>= A< x,x >

< T(x),x >=<x,T(x) >=< x,Ax >= 1 < x,x >,

esto implica que A = A luego A es real.

Teorema 7.13. Si a, B son valores propios distintos de la transformacion lineal her-
mitiana T, entonces E, y Eg son ortogonales.

Demostracién 7.13.
Sean x € E, y g € Eg, entonces
T(x)=ax y TQ)=py
a) a<xy>=<ax,y><T(x),y>=<x,TQy)>.
b) B<x,y>=<x,py>=<x,T{y) >

Restando a) y b) obtenemos (a—f) < x,y >= 0, como a—f8 # 0, entonces < x,y >= 0.
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7.4. Problemas y ejercicios resueltos

1
Ejercicio 7.1. Verifique que v = [3] es un vector propio de la matriz
1

1 1 =2
A=|-1 2 1
0 1 -1

El vector V es un vector propio de A si existe A tal que Av = Ay

i

Ejercicio 7.2. Demostrar que si Ay B son dos matrices de orden n X ny A es inver-
tible, entonces las matrices A™' By BA™! tienen los mismos valores propios.

Solucion 7.1.

Solucion 7.2.

Debemos probar que det(A~'B — Al) = det(BA™" — Al).

det(A™'B - AI) =det(4™'BA™'4 — 247" 4) = det(4™(BA™" — AD)A)
=det A" det(BA™" — AI)det A = det(BA™" — AI).
Puesto que detA™" . detA = 1.

Ejercicio 7.3. Demuestre que si una matriz cuadrada n X n tiene n vectores propios
linealmente independientes, entonces es semejante a una matriz diagional D

Solucion 7.3.

Sean vi,vy,...,v, los n vectores propios linealmente independientes correspondi-
entes a los valores propios Ay, Ay, .., 4, de tal forma Av; = A4v;, i =1,...,n. Si P
es la matriz cuyas columnas son los vectores vy, v, ..., v,, entonces
AP = (Av1 AV2 e AV,,) = (/11\/1 /lez e /l,,v,,)
A4 0 ... 0
0 A ... 0
=[vi v» ... V]| . = PD.
0o 0 ... 4,

Como las n columnas de P son linealmente independientes, entonces P es invertible,
asi
AP=PD = P'4P=D.
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1 22
0 2 1Y halle
-1 2 2

Ejercicio 7.4. Dada la matriz A =

a) El polinomio caracteristico de A.
b) Los valores propios de A.

¢) Una base de cada uno de los subespacios propios. ;Es A semejante a una
matriz diagonal D?

Solucion 7.4.

a) Sea p(A) el polinomio caracteristico de A, entonces

-1 2 2
p(D)=detAd-A=| 0 2-1 1

-1 2 2-2

-1 2 1-1 2

‘(2_’1)| -1 2—1‘ B ' -1 2'

=2-D(1-DR2-D+2)-2(1-2)-2

=Q - =31+4)-(4-21)

=2 - =31+4-2)=2 - ) -31+2)
=2 -DA=2)A-1)=(-2)*(1-2).

b) Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico, asi

p() = 0implica A = 2 (multiplicidad 2), y A = 1.
c) Elsubespacio propio correspondiente al valor propio A se define como

EQ=(weR :Av=}={veR>: (4 - Ay =0}
Para A = 2 resolvemos el sistema homogéneo (A —2I)v =0
e[ 3 e[ 3]
—1 2 0fCDLHN Ly 2 o
De donde, z=0,2y—x=0,asiv=(x,y,z)=2y,y,0) =y2,1,0) yeR
E,={y(2,1,0): y e R} =((2,1,0))

Una base de E, es {(2,1,0)}, dimE, = 1.
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Para A = 1 resolvemos el sistema homogéneo (A — I)v =0
0 22 0 00

A-r=]0 1 1|ERLTAL G

—1 2 1JEDRHSALL o

Dedondey +z=0yy—x=0. 4si,
(xp,2) =y, =y =x(1,1,-1), yeR

Ey={,1,-1):yeR}=(1,1,-1)).
El conjunto {(1,1,—1)} es una base de Ey y dim E; = 1.
d) La matriz A no es semejante a una matriz diagonal, pues no es posible ha-

llar una base de vectores propios para R, sélo se pueden tener dos vectores
propios linealmente independientes, vi = (2,1,0) y v, = (1,1, -1).

— NN

11
Ejercicio 7.5. Determine si la matriz A = [ 3 2] es semejante a una matriz
1 2

diagonal D. En caso afirmativo, halle una matriz P invertible tal que P"'AP = D.

Solucion 7.5.

Serd semejante a una matriz diagonal si existe una base de vectores propios para R>.
Calculemos los valores propios de A y los vectores propios correspondientes.

2-4 1 1
2 3-1 2
1 1 2-2

(1= =61+5)=(1-)A=-5)A-1)=0.

det(4 — 1) =(1=D(Q2-D)E-2)-3)

Los valores propios son 1 = A, = 1, 43 = 5.

Iniciemos calculando los vectores propios correspondientes a 1, = A, = 1 que son
las soluciones no nulas del sistema (A — I)v = 0.

Siv=(x,y,z), entonces x +y +z =0, asi

(x,y,2)=(,y,—x—y)=x(1,0,1) + (0,1, -1),

205



Capitulo 7. Vectores y valores propios

donde x, y no son ceros simultineamente. Los vectores vi = (1,0,-1) y
v, = (0,1,-1) son vectores propios linealmente independientes, correspondi-
entes a los valores propios 11y A, .

Los vectores propios correspondientes a A3 = 5 son las soluciones no nulas del
sistema

3011 0 4 -8 00 0
A—51=[2 2 2]—(_2)f3+f2 0 —4 8] (D2 +/ [0 1 2.

1 1 =3 B s+ h 1 1 =3 (1/Df5;(-Dfa+ f 1 0 =1

De aqui se deduce que y = 2z, x = z.
(x,»,2) =(2,2z,2) = z(1,2,1),z # 0
vy = (1,2, 1) es un vector propio linealmente independiente correspondiente al valor

propio A3 = 5.

El conjunto {vy,v,,vs} es linealmente independiente y constituye una base de R3, por
tanto A es semejante a una matriz diagonal.

Si P es la matriz cuyas columnas son vy, v,, vs, entonces P es invertible y por lo tanto
se cumple que:
1 00 1 0 1
D=|0 1 0|=P'4P, donde P=|0 1 2|.
0 0 5 -1 -1 1
Ejercicio 7.6. Sea T una transformacion lineal de R® en R3 definida por
T(x,y,z2) =(Tx =2y +z,-2x + 10y — 2z, x — 2y + 7z).

Halle si es posible, una base ortonormal B de R tal que [Tz sea diagonal. Verifique
que [Tz = D = P'[T]psP, donde P es ortonormal.

Solucion 7.6.

La matriz de la transformacién lineal T en la base usual de R3 es:

7 -2 1
A=[Tlgp=|-2 10 -2
1 -2 7

como esta matriz es simétrica, es semejante a una matriz diagonal D, donde los
elementos de la diagonal son los valores propios de A.
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Calculemos los valores propios de A:

7-1 -2 1 7-1 -2 1
det(d- A= -2 10-1 -2|=| 0 6-4 12-22
1 2 7-2 1 2 7-2
T-A -2 1
=6-1)| 0 1
1 -2 7-2
7-4 -2 5
=6-H 0 1 0
1 -2 11-2

=(6 - D)(7 - D)(11 =) = 5) = (6 — (2> - 181+ 72)
=(6-2)>*(1-12)=0,

entonces 1y = A, =6y A3 = 12.
Calculemos los vectores propios:
Para A = 6, hallamos las soluciones no nulas del sistema homogéneo (A — 61)v = 0
6[ A ]M[o o é].
12 1 )WA*+Be o o

De donde, x — 2y +z = 0, luego
v=(xy2z)=(y—-x+2y)=x(1,0,-1)+ (0, 1,2)

donde x,y no son ceros simultaneamente.
vy = (1,0,-1) y v, = (0, 1, 2) son dos vectores propios linealmente independientes.

Para A = 12, hallamos las soluciones no nulas del sistema (4 — 121y = 0

-5 -2 1 30 -3 101
A-120=|-2 -2 -2 DA+ A I S POV S Y
1 -2 —5]EDf@+fCL 2D 3 o 3)ABAMA+Ly o o

Dedonde, —x+z=0, y+2z=0.Asi

v=(xz2) = (-2zz2)=2(1,-2,1), z#0, v;=(1,-2,1)

207



Capitulo 7. Vectores y valores propios

es un vector propio linealmente independiente.

El conjunto {vy,v,,v3} es una base de vectores propios para R3, ademds v,.v; = 0,

Vo.V3 = 0.

Elvector vy = vi X vz = (=2, -2, -2) pertenece a Es y es perpendicular a vy y vs.

Sean
Vi (1’ Ov _1) V2 (_23 _2’ _2)
u1=—=—, u2=—:—’
vl V2 [Iv-ll 23
V3 (19 _2’ 1)
Uy = — = ——.
vl Ve
B = {uy,uy,u3} es una base ortonormal de vectores propios para R>, que cumple
[T]ss = D.

Si P es la matriz cuyas columnas son uy, u, y us, entonces P es ortogonal y se cumple
que

6 0 0
D=|0 6 0
0 0 12
1 1 1 1 1
EAT | Cv R | I R I
=|-v v v 10 =2|| 0 -5 —z|=P4P
Loz 1Ll -2 7)|-+ -L L
Ve V6 Vo V2 V3 Ve
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Ejercicios del capitulo 7

1 00
1) Halle los valores propios de la matriz 4 = [O a b] y verifique que el det(A)
0 ¢c d
es igual al producto de los valores propios.

2) Si al menos una de las matrices 4 6 B es invertible, pruebe que el polinomio
caracteristico de 4B es igual al de BA.

3) Sean A4 una matriz n X n, demuestre que 4 y A’ tienen el mismo polinomio
caracteristico.

4) Sidesnxny A" = 0 para algiin k € Z* muestre que p(1) = A" (sugerencia:
use la definicion de valor propio).

5) Sivesun vector propio de 4 asociado al valor propio A, demuestre que v es un
vector propio de A% asociado al valor propio A>. Ademas, demuestre que v es
un vector propio de 4* asociado al valor propio A*.

6) Sea T una rotacion de /2 radianes en el plano. Muestre que 7' no tiene vectores
propios reales, pero todo v # 0 es un vector propio de 77.

7) Sives un vector propio de 4 asociado al valor propio A, demuestre que v es un
vector propio de 4% asociado al valor propio A%. Ademas, demuestre que v es
un vector propio de 4* asociado al valor propio A°.

8) Sea 7T una rotacion de /2 radianes en el plano. Muestre que 7' no tiene vectores
propios reales, pero que todo v # 0 es un vector propio de 7.

9) Para cada una de las matrices dadas calcule: el polinomio caracteristico, los
valores propios, los subespacios E, y su dimension. Decida si dichas matrices
son semejantes a una matriz diagonal D; en caso afirmativo, halle la matriz P
invertible que cumple P~'AP = D.

2 -4 2
a) |-4 2 -2|
2 -2 -1
2 21
b) |l 3 1f
1 22
1 22
)| 0 2 1}
-1 2 2
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01 0
dlo o 1
1 -3 3

2 21 2 1 -1
10) Pruebe que las matrices|1 3 1|y] 0 2 —1|tienen los mismos valores
1 2 2 -3 -2 3

propios, pero no son semejantes.

11) Determine a, b, ¢, d, e y f sabiendo que los vectores (1,1,1), (1,0,—1) y

I 11
(1,—1,0) son vectores propios de la matriz|a b c|.
d e f

12) Si A4 es una matriz invertible y A es un valor propio de 4, demuestre que 1/1 es
un valor propio de A~!.

13) Si 4 es una matriz real de orden # tal que 4> = —/, demuestre que:

a) A es invertible.

b) n es par.

¢) A no tiene valores propios reales.
d) det(A) = 1.

14) Pruebe que 4 es invertible si y solo si A = 0 no es un valor propio de 4.

15) Para las matrices dadas, halle una base ortonormal de vectores propios y una
matriz ortogonal P tal que d = P'AP.

a) A=

b) A=

AW = O W=
NS
— N
HLO
~—_————

16) Sea T(x,y,z) = (2x + y,x + 2y, X + y + z) una transformacion lineal de R3 en
R3. ;Existe una base B de R? tal que [T]s3 sea diagonal?. En caso afirmativo,
halle dicha base y las coordenadas del vector v = (1, 1, 2) relativas a esta base.
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