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1) Soit £ € R. Calculer / e %.e7 "¢ dx et en déduire que
0

T el —ing 2
/_ooe .e dw=1+€2

2

2) Déterminer une solution fondamentale tempérée de I'opérateur différentiel I — s sur R.
x

11

1) Soient 7" une distribution & support compact sur R? et § sa transformée de Fourier.

Montrer que 6 est continue et que, pour f € .#(R%), on a T/\f = G.f.
Montrer que, pour toute f € . (R?), T f € .7(R%) et que I'application 7 : f + T  f est
continue de . (R?) dans lui-méme. Montrer aussi que si, pour f € .7(R%) et a € R? on pose

fa(z) = f(x —a),on a ('7(f))a = v(fa)-

2) Montrer que si 6 est bornée sur R?, I'application ~ se prolonge en une application linéaire
continue de L?(R?) dans lui-méme vérifiant v(g) = 6.§ pour toute g € L?(R%).

Inversement, on suppose que G : L?(R%) — L?(R9) est une application linéaire continue
telle que G(f) € 2(RY) lorsque f € Z(R?) et que G(f,) = (G(f)) pour tout a € R%. On veut

a
montrer alors qu'il existe une distribution 7" & support compact telle que % (T') soit bornée et
que G(f) =T * f lorsque f € . (R).

3) Montrer que le graphe de G est fermé dans L?(R?) x L?(R?) et en déduire que celui de
G| (ra) est fermé dans Z2(R?) x Z(R?), puis que G| (ra) est continue de Z(R?) dans lui-méme.

Pour ¢ € 2(R%) on notera ¢ la fonction x + ¢(—z). Montrer que l'application
T : @+ (59, G(¢)) est une distribution sur R, puis que pour z € R? et p € Z(R?),

(T * ) (z) = (T, (p-2)) = (b0, G(p—z)) = (d0, (G()) _,) = (02, G())

et en déduire que G(p) = T * ¢ deés que ¢ € Z(R?). On posera alors § = .7 (T).

4) Soit F I’ensemble des fonctions 1 € Z(R9) dont le support est contenu dans la boule
unité fermée B de RY. Montrer que F' est fermé dans Z(R?) et que sur F la topologie de
P(R?) coincide avec la topologie d’espace métrique complet de I'espace de Fréchet €°°(R?).

Pour n € N on désigne par F,, 'ensemble {¢) € F' : supp(G(v)) C B(0,n)} (ou B(0,n) est
la boule fermée de centre 0 et de rayon n dans RY). Montrer que les F}, sont fermés dans F' et
que F' =, en Fr-

Déduire du théoreme de Baire qu’il existe un entier m, un ¢y € F et un voisinage
convexe symétrique W de 0 dans € (Rd) tels que Y9 + W N F C F,,, puis par symétrie

1
que —g + WNF C F,, et enfin que WﬂFC§<(¢0+WﬂF)+(—¢O+WmF>> C F.

Soit a € RY tel que ||a|| > m. Montrer que si a € supp(T), il existe ¢ € 2(R%) & support
dans la boule B(a,1) telle que (T,v) # 0, que (v0), € F et qu’il existe un k € N tel que



%(ﬁ)a € WNF C F,,. En déduire que supp(G((¥),)) = supp((G()))s) € B(0,m), puis que

supp(G(¢))) C B(a,m) alors que 0 ¢ B(a,m), donc que (T, 1)) = (89, G(1))) = 0 et conclure
que T est a support compact.

5) Montrer qu'’il existe une constante C' telle que ||G(g)||, < C.]|g|l, pour toute g € L?(R%)

et en déduire que ,
[e-sco] ae 02/\f ¢

pour toute fonction f € .7(R%), puis que /(02 - )?). |R(€)]* d¢ = 0 pour toute fonction
h € S (RY).
—d 2
Soit 1 € Z(R4) une fonction non identiquement nulle. On pose p.(r) = Hiﬁ—Hz . ’w(g)‘
2

Montrer que /(02 —10()?).pe(a — €) dE > 0 pour tout a € R et tout & > 0.

En déduire que C% — |0(a)> = lim._q /(02 — 10(8))*).pe(a — €)d¢ > 0, puis que
supg [0(§)] < C. Conclure.
I1I

On considere la mesure ¢ sur la sphere unité S de R? définie par
/2 27
/ f(x)do(x / cos pdp f(cos . cos p,sinb. cos p, sin @) df
—/2 0
pour toute fonction f mesurable sur S, et on rappelle qu’elle est invariante par rotation, c’est-

a-dire que si R est une rotation vectorielle de R?, on a / foR(x)dx = / f(z)dz. On notera
S S

(€1,€2,¢3) la base canonique de R3,

Si f appartient a .7 (R3) et si x = (u,v,w) € R? n’est pas 0, on appelle dérivée radiale de
f en z la quantité 0, f(x) = %81f(m) + %82f(ac) + %83]“@) our = x| = vVu? 4+ v? 4 22.
1) Montrer que si f € .7(R3) et si R est une rotation vectorielle de R?, on a, pour z # 0,
Or(foR)(x) = O, f(R(x)). On pourra montrer que 0, f(z) est la dérivée en t = r de la fonction

fis f(%f”).

2) Montrer que I'application T : f +— / Orf(x) do(x) est une distribution tempérée dont le
S
support est contenu dans S.

3) Si¢ € R3 et sieg désigne la fonction x — e~ ™% il existe au moins une rotation vectorielle
R de R? telle que & = R™'(1), ot ) = [|§]| .e3. Montrer que (&, z) = (R(), R(z)) = (n, R(x)),
que e, = e¢ et que

T(&) = (T, e¢) /ae5 )do(x /06,7 ) do(x)

= —2im ||€|| smgocosgoe —ilielisine g,

—m/2

1 :
= —2i7 ||| /1 e~ el gp = 4. (cos ||€]| — SII||1§HH§H)

4) Déduire de II-2) que I'application f — T  f de .%(R?) dans lui-méme se prolonge en
une application linéaire continue de L?(R3) dans lui-méme.

2
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1) Ona / e e ldr = |- —— = ——,dou
0 1 + 25 0 1 + Zg
+oo +oo —+oo
, A } 1 1 2
—|z| ,—ix& dr = / —x —ix€ d +/ —x ix€ dr = 4 —
e *le T e Te T e Te T
/—oo 0 0 1+4i§  1—if 1+&2

2
) dz?’
plus, S est tempérée, sa transformée de Fourier S est une distribution tempérée qui satisfait
5'—1—{25':5: 1, donc S =

2) Si S est une solution fondamentale de l'opérateur P = 1 — onaS+S5" =24 Side

1
ng; et inversement une distribution tempérée T telle que
(1+&%)T =1 est la transformée de Fourier d’'une distribution tempérée S telle que S — S” = 4. 11

1
résulte alors de ce qui précede que la fonction ie_m est une solution fondamentale tempérée de

P.
II

1) Puisque T est & support compact, 6 appartient & € (R?), donc est € et a fortiori continue,
ctona .Z(T*f)=0.f.

Puisque .# est un isomorphisme de .#(R?) sur lui-méme et que la multiplication u par
0 € O (R?) est continue de . (RY) dans .7 (R?), alors v = .# “Lopo.Z est continue.

De plus, f, = 0, * f ; donc, puisque la convolution est associative, et commutative sur &”(R%),

Y(fa=0a* (T*f)=(0axT)xf=(T*6a)*f=Txaxf)=Txfo=7(fa)

2)  Si 6 est bornée, I'application fi : g — 6.g est continue de L?(R?) dans lui-méme : en effet

i)l = [ 10©)F 9O de < oI [ o de = oI ol

ce qui montre que ||| < ||€]... Et puisque la transformation de Fourier est un isomorphisme de
L?(RY) sur lui-méme, I'application .# ~1ofio.# est linéaire continue de L?(R?) dans L%(R%), qui
prolonge v = .F “lopo 7.

3) Puisque G est continue, son graphe H est fermé dans L?(R?) x L?(R?). L’injection j de
2(R?%) dans L?(R?) est continue : en effet si une suite (@) dans 2(RY) converge vers ¢, elle

converge uniformément avec des supports contenus dans un méme compact K C R?:; et on a alors
lo — g0k||§ < m(K).sup, |or(z) — ¢(2)]> — 0. Il en résulte que le graphe de G4 (ray est 'ensemble

{(,0) : (j(9),i(¥)) € HY = (j x j) "' (H)

qui est fermé puisque j X j est continue. Il résulte alors du théoréme du graphe fermé que G|g(ga)
est continue.



L’application linéaire s : ¢ + ¢ est continue de 2(R?) dans lui-méme, puisque son graphe est
I'ensemble fermé {(¢p, 1) : Vo € RY p(x) = ¢ (—x)}. Et puisque dg est continue de Z(R?) dans C, la
composée T' = dposo(F| 5 (ra) est une forme linéaire continue sur P(R?), c’esta-dire une distribution.

Par définition de la convolée,

T+ () = (T, (P)z) = (T, (p—2)) = (00, G(p—2))

et puisque G(¢_.) = (G(p)) __ et que (0o, fa) = f(—a) = (6_of), on obtient Txp(x) = (5., G(p)),
ce qui signifie que les fonctions T * ¢ et G(y) coincident en tout point de R?, ou encore que
G(p) =T x . Alors = .Z(T) € Oy (R?) et, d’apres 1), G(f) = 6.f pour toute f € &(RY).

4) L’ensemble F est {¢p € 2(RY) : Vo ¢ B 1(x) = 0}, donc est fermé dans Z(R?) puisque les
applications &, : ¥ +— t(x) sont continues de Z(R?) dans C. Par définition de la topologie de
P(R?), F = 25(R?%) est muni de la topologie induite par celle de > (R%). Pour la méme raison
que ci-dessus, F est fermé dans 'espace de Fréchet > (R?), donc est un espace métrique complet
(pour une distance convenable sur ¢ (R?) ).

Comme plus haut, I'ensemble X,, des fonctions ¢ € 2(R?) dont le support est contenu
dans B(0,n) est fermé dans Z(R?) et son image réciproque par G' dans Z(R9) I'est aussi. Alors
F, = FNG7'(X,,) est fermé dans F. De plus, pour tout 1) € F, G(¢) € Z(R?) par hypothese ; et
le support compact de G(7)) est contenu dans une boule B(0,n), ce qui montre que ¢ € F,,. Donc
F =, Fu.

Il résulte alors du théoreme de Baire que ,pour au moins un m, F,,, n’est pas rare dans F' (sinon
I'espace métrique complet F' serait maigre). Et puisque F, est fermé, il existe alors un point
de F intérieur a F),, c’est-a-dire qu’il existe un voisinage W de 0, qu’on peut toujours supposer
convexe et symétrique puisque Z(R?) est localement convexe, tel que F N (Y9 + W) C F,,. Par
symétrie, on a (—F) N (=g — W) = FN (= + W) C —F,, = F,,. Et pour tout w € W N F,

1
G(w) = 3 (G(¥o + w) + G(—tho + w)). 1l en résulte que G(w) est combinaison linéaire de deux

fonctions & support dans B(0,m), donc est elle-méme & support dans B(0,m).

Si maintenant ||a|| > m et a € supp(T), il existe pour tout voisinage V' de a une fonction 1)
a support dans V' sur laquelle 7" n’est pas nulle. En particulier pour la boule B(a,1), il existe 1
telle que (T, 1)) # 0 et que supp(z)) C B(a,1). Alors le support de 9 est dans B(—a, 1) et celui de

(1), est dans B, c’est-a-dire (1)), € F. Et puisque la suite E.(z/;)a tend vers 0 en restant dans F,

1
il existe un entier k tel que E.(w)a € W, donc que supp(E.G(xﬂ)a) C B(0,m). Il en résulte que

—a+supp(G(¥)) = supp(G(¥))a)) = supp(G((¥))a)) C B(0,m)

c’est-a-dire supp(G(¢))) C B(a,m), donc 0 ¢ supp(G(¢)) puisque 0 ¢ B(a, m), contrairement au

fait que (6o, G(v)) = (T',9)) # 0. Et cette contradiction achéve de prouver que supp(7’) C B(0,m),
donc que T est a support compact.

5) Puisque g est continue de L?(R?) dans L?(R?), il existe une constante C' = ||g|, telle que

1G(9)]l, < C-|lgll,. Alors, pour f € .7(R%) € L?(R?), on a G/(?) = 0.f, donc en utilisant la formule
de Plancherel,

A 2 — 2
Jeor-|fef a= [|ne©] a=ent [IcneP = entleul;
<nic|rs=c? [|ieo) a
donc /(C’2 — 16(O?). ‘f(ﬁ)r d¢ > 0 pour toute f € #(R?). Et puisque la transformation de
Fourier est bijective de .(R?) sur lui-méme, on a /(02 —10(O)). |h(€)]> d€ = 0 pour toute
h € S (RY).



—d/2

Puisque ¢ € 2(R?), la fonction h : £ TWH '1/1(& —Ex)) appartient aussi & 2(R%) C . (RY),
2
et on a donc, puisque p. : £ — |h(a — {) est d’ mtegrale 1,
0< [(C2 = 0P O ds = (= 10(©))- e~ 2)] d¢ = C2 = (8] p.) @)
c’est-a-dire (]9|2 % pe ) (a) < C?, pour tout £ > 0 et tout a € R, Puisque § € O (R?) est continue,
on a lilrn€_>0(|c9|2 * pe)(a) = 0(a)|* pour tout a, donc sup, |#(a)] < C, ce qui montre que 6 est
bornée, et acheve la démonstration.
I11
t
1) Pour z = (u,v,w) # 0 et r = ||z||, la fonction ¢ : t — f(—x) admet pour dérivée en ¢ la
r

quantité
0= o) L) 4 o e
E(t)_r'alf(r)+r'azf(r)+r'a?’f(r)

et en particulier 8, f(z) = ¢ (r). Et puisque r = ||z|| = | Rz|| et que £(t) = foR( ) f(t fx), on

obtient #'(r) = d,(foR)(z) = 0, f(Rx).
2) La semi-norme ¢ définie sur . (R?) par q(f) = sup,cgs |01 f(x)| + |01 f(z)| + |01 f ()] est
continue. On a alors, pour z = (u,v,w) € S : |0, f(x)| < max(|ul, |v|, |w]).q(f) < q(f) et

Jout@ o) < [ atpaota) =atr) [ " s / a9 = 2mq(f) / " s pdi = drg(f)

—7/2 —m/2
ce qui montre que T est une forme linéaire continue sur .%(R3?), c’est-a-dire une distribution
tempérée sur R3.

3) Si¢ = 0, toute rotation R (en particulier I'identité) envoie & sur 0. Et si & # 0, il existe
une rotation R d’axe perpendiculaire & £ et & €3 qui transforme £ en n = ||{]|.€3. Puisque T

est une distribution a support compact S, sa transformée de Fourier en £ vaut (T, e¢). De plus
enoR(z) = e M ED) = o miRERT) — o=ilt, 2) = = e¢(x), donc e, 0R = e¢ et

T(€) = (T, e6) = /a ee)(z) do(x /a (enoR) () do(x /a ey) (@) do(z)

Et puisque e, (u, v,w) = e~ I¢l¥ on a 0, (e,)(z) = —i ||¢]| -we™I¢l* donc
R /2 ) ) 27
T(&) :/ (=i €]l .singp.e_’5”‘51“9”).(:osg0dg0/ do
—7/2 0
w/2 ) '
= —2im ||€]| . sin .e ~MEl-s e cos o dp
—m/2

Enfin, le changement de variable sin ¢ = t, donc cos ¢ dp = dt, dans la derniere intégrale donne

o—itllel I
T(f):—2m||£||/te_z”ﬂtdt 2z7r||£||<[ H&H] Wz”/_le—“llfdt)

) e—ztlléH 1 e—itllEll
= ~2imiel ([t‘ i ] LT [—z’ H } _1>

_ 2 cos||€]| 1 . _ _ sin[[¢]
~2im 6 (e + g2 le) = an (cosliel - =)

sin [|€]|

1€]]
que T est bornée. 11 résulte alors de I1-2) que 'application définie sur .%(R3) par f — T * f se
prolonge en une application linéaire continue de L?(R3) dans lui-méme.

4) On a clairement, pour £ € R3, |cos[|£]|| < 1 et

< 1, donc ‘T(f)) < 87. Ceci montre

3
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I

1) Soit f une fonction localement bornée sur R3. On suppose que f est de classe €2 sur
o*f  O*f  O*f
+ +
ox2  oy? 022

montrer que Af est le laplacien de f au sens des distributions.
Soit p € 2(R3\ {0}). Montrer que les fonctions f.Ap et p.Af sont intégrables et que I’on

R3\ {0} et que son laplacien Af = est localement intégrable, et on veut

a

[ Hv2) Moty ) dndydz = [ p(a,.2) Af(.y,2) dwdy s

Soit y une fonction de classe €°°°, a valeurs dans [0, 1], & support dans la boule unité et égale a
1 au voisinage de 0. Remarquer que si ¢ € Z(R?) et € > 0, la fonction ¢, : u — ¢(u)(1 —X(E))
appartient & 2(R3 \ {0}), que |p..Af] < |l¢llo - |Af] et que p.(u) — ¢(u) pour tout u ;i 0
lorsque € tend vers 0. En déduire que /cpe.Af — /go.Af.

Montrer que
U u 3 u
A1) = Ap(w)] < )] 7 |AX(D)] + g X(2) + 257" Y |aye(u) Ox(2)

et en déduire que sup,, |f(u).(Ap(u) — Ap(u)| = O(e72), alors que cette fonction est nulle

hors de la boule de centre 0 et de rayon €. En déduire que [ f.Ap. — [ f.Ap et conclure.

On munit R? de la norme euclidienne. Soit p la fonction définie sur R? par p(z) = e~ =l

- 8
On admettra que, pour tout £ € R, on a p(§) = /p(:/v)e_mc’£> dx = —W22
(1+[I€]]%)
2) Montrer que si f est une fonction de classe €2 sur |0, +o00], et si g est la fonction définie
2

sur R? par g(u) = f(||ull), on a Ag(u) = f"(|lull) + Tl f'(lul]) pour tout u € R*\ {0}.

Calculer Ap dans 2'(R3) et montrer que c’est une fonction intégrable (on pourra passer
en coordonnées polaires). On posera f = p — Ap. Montrer que f est intégrable, et en déduire
que c’est une distribution tempérée.

3) Quelle est la transformée de Fourier de (I — A)?p ? En déduire une solution fondamentale
de l'opérateur (I — A)2. Montrer qu’il existe une solution fondamentale intégrable de I — A
que 'on déterminera.

11

w

d
1) On rappelle que — arcsinz = est, pour

1
dz V1—22

w > 0, une constante indépendante de w, que ’on déterminera.

Mont Pintégral / dv
. ontrer que l'integrale y————
q grale | S



2) Soit F la fonction définie sur R x R? ~ R3 par

2\ — .
(2 =2 7V2 sit > |af

0 sinon

F(t,z) = {

Montrer que, pour ¢t > 0 on a / F(t,x)dx = 2m.t (on pourra utiliser 1 ) et en déduire que F’
R2
est localement intégrable. Montrer que si ¢ € .%(R3), on a

/ ot 2)| F(t, @) dt de < 7 sup( + £ + [lz|P)2 |o(t, 2)|
t,x

et en déduire que la distribution E associée a F' est tempérée.

3) Soient t > 0 et f, la fonction définie sur R? par f;(u,v) = F(t,z) ot * = (u,v). En
utilisant 1, montrer que

t t2—u? .
i 1 ,
/ft(u> U)e_ws dudv = / (/ N dv) o~ Ju — 9 sin(t§) '
N —vE—eE Vi — u? — v? &

Montrer que si une fonction intégrable sur R? est invariante par rotation, il en est de méme

. in(t
de sa transformée de Fourier, puis que, pour a = (£,7) € R?, fi(a) = QWW .
a

4) On désigne par E la transformée de Fourier partielle de E (par rapport a z). Montrer
que si x € Z(R) et ¢ € #(R?), on a

Exov) = Exei) =[x [ s )
sin(t o)

:27T/Y(t).x(t)w(a) Tal dt do
a
-~ t

et en déduire que F est la fonction localement intégrable (¢, «) — 27rY(75).SlnT| HHaH) (ou Y
a

désigne la fonction de Heaviside).

5) Montrer que, pour z € R, on a sinz = z.5(z?), ou S(y) = > o0 (- )”ﬁ, et en
n !

sin(t [|a]])

déduire que la fonction (t,a) — est de classe € sur R x R?. Montrer de méme

que la fonction (¢, ) — cos(t ||a|) est €.
~ AN 2 f . 82
6) Calculer 0,F, 0,(0:F) et ||a]|” .E, puis montrer que pre)

déduire la valeur de la distribution F, et une solution fondamentale de 1'opérateur

E+|al?* .E = 2160(t) @ 1(c). En

2
w - Am.
Quel est le support singulier de cette solution fondamentale ?

7) Soit K une distribution sur R3 & support compact. Déterminer une solution tempérée de
2

o°T
Iéquation — — A, T = K.
équation —5
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1) Puisque ¢ appartient & Z2(R3\ {0}), le support de ¢ est un compact K ne contenant pas 0.
La fonction f.Ay est donc bornée et a support compact, donc intégrable. Et la fonction ¢.Af est
continue & support compact.

Pour tout (y,z), la fonction h : = — f(z,y,2).00(x,y,2) — @(x,y,2).0.f(x,y,z) est de
2 32

classe ¢! & support compact et on a h'(z) = f(x,v, z).a—xf(x,y,z) — p(z,v, z).%(w,y,z). On
+oo +00 +oo 2 2

wdone [ W(@)de= [b@)] T =0= [ flep2).5 5002 - ol g h ). Bn

intégrant en y et z on obtient
2 2
[ 1025 5w arayaz = [ o). 5 L w2 dodyas

On a des résultats analogues en échangeant les variables, et, en sommant, on obtient 1’égalité

[ra0=[ear

La fonction . est dans Z(R3) et nulle au voisinage de 0 puisque X(E) y vaut 1. Donc
£

0. € 2(R?\ {0}) et on a /f.A(pg = /cpE.Af. On a |p:(u)| < |e(u)| puisque 0 < 1 — X(g) < 1.
Donc |p. Af(u)| < |@.Af(u)]. De plus ¢.(u) = @(u) si ||ul| > €. Il résulte alors du théoreme de

convergence dominée que [ .. Af — [ @.Af lorsque € — 0.

0%, 0? U 0 10y u 1 0%y ,u
On a 8;:; (u) = (?xf (u).(1 _X(g)) — 28—i(u)ga—§(—) —(p(u).g—za—;;(g), donc, en sommant
U 2 & U 1 U
Ape(u) = Ap(u).(1 = x(2)) = 2 ZajSD(U)-an(g) — oe(w)-Ax(2)
j=1

et
3
() = Ap()] < [Ap()] + 2 31850 [0x(D)] + = o] [Ax(D)

Comme les fonctions ¢, 9;¢, A, 0;x et Ay sont uniformément bornées et que f est bornée sur le
support de ¢, on voit qu’il existe un M tel que | f(u).(Ape(u) — Ap(u))| < M(1+ &%) pour tout
u € R3 et tout € > 0. De plus, Ap. = Ay hors du support de x(=), donc hors de la boule de centre
€
3 4mred

4
m TE M),

0 et de rayon ¢, dont le volume est

. Il en résulte que ‘/f.Agog — f.Acp‘ <

donc que /f.Agog — /f.Ago. Et en passant la limite, on obtient /f.Ago = /@.Af. Et comme

le membre de gauche est par définition la valeur en ¢ du laplacien de f dans 2'(R?), on conclut
que la fonction Af est le laplacien de f dans 2'(R?).



2) Ona ()= f/(WH)% = (w7 done
Tt ) = £l Ol = )i = ) Ol (- ”ﬁg)
et de méme T = () + £l = L) e S0 = £l
Pl (o = 7o) done

A1) = £l ZEE . (g = ) = gy + 2D

La fonction p est continue, donc localement bornée, et de classe €2 sur R? \ {0}. Et d’apres
le calcul précédent, on a pour u # 0,

Ap(z) = e lI=l 4 T

En passant en coordonnées polaires (r,6,1)), on obtient

/2

2 oo
/ |Ap(z)| do < /(1 + ;)e_’"r2 cos drdidf = 27r./ cosz[)dw./ (r? 4 2r)e™"dr = 167
0

—7/2

ce qui montre l'intégrabilité de Ap. Il résulte alors de 1) que cette fonction est le laplacien de p
au sens des distributions. Un calcul analogue montre que p est intégrable (d’intégrale 87). Donc

5 P(2)
|| |

f = p— Ap est intégrable et vaut f(z) = Enfin, en tant que fonction intégrable, f définit

une distribution tempérée.

3) Puisque p est intégrable, c’est une distribution tempérée, et (I — A)?p aussi. La transformée
de Fourier de (I — A)2p est

F((I=DPp)(6) = (1 +E& +& +)°F(p)(€) = (L +[€]7)?(&) = 8 = 8mF (do)

1
Comme .% est un isomorphisme de .#’, on en déduit que (I — A)?p = 878y, donc que e est une
™
solution fondamentale tempérée de I'opérateur (I — A)2.
Et puisque (I —A)f = (I —A)(I — A)p = 8mdy, on conclut que SL’ qui est intégrable, est une
™

solution fondamentale de I — A.
IT
1) Avec le changement de variable v = w.s, on a

wds 1 ds

1
= [arcsin s} =——(-
-1

2) Pourt >0, o0na

t t2—u?
d
[rearis= ([T Ay,
N oyvEmE V2 —u? —v?

2



t
En utilisant 1) avec w? = ¢ — u?, on obtient /F(t, x)dr = mdu = 27.t.
—t
Pour ¢ € (R?), on a po2(p) = sup, , (1 + > + | 2)|*)2 | (t, )| < +o0, donc

T +i(igﬁl||2)2 S pw(w)%
donc N
/ lo(t, )| .F(t,z)dt do < p072(¢)/0 (/R2 F(t,z) dac) (1_|C—ﬁ;2)2
= mpo,2(p) /0+°° % = m.po2(p)

ce qui montre que |(F, )| < m.po2(p), donc que E est une forme lindaire continue sur . (R3),
c’est-a-dire une distribution tempérée sur R3.

3) Ona

} t } t Va2 _
/ft(u, v)e " dudv = / (/ fe(u,v) dv) e 18 dy = / (/ (t2 —u? —v?)~1/2 alv)eﬂug du
—t t N —vEE—u2

Utilisant & nouveau 1) avec w? = t? — u?

. b —iug ]! — 2 sin(t€) sin t£
u, v e’“gdudv:w/ e M du =7 [e , ] =T =2T——
[ 7t L B T ¢

, on trouve

Puisque la fonction f; est invariante par les rotations de R?, il en est de méme de sa transformée
de Fourier. Pour a = (£,7), puisqu’il existe une rotation r de R? telle que r(a) = (||a||,0), on a

fil@) = fulr() = fillla]l,0) = 2WM7 avec [|all = /& + 7.

[l

4) Par définition de la transformation de Fourier partielle, on a Fpart (X ® ¥) = x ® ¢ et
(EBx® ) = (B. Fous(x @ D) = (Ex D) = [ Flt.)x(t):d(o) deda
— [t xtd@ deds = [ x)( [ 5ia):d0) o)
_ /X(t) (/ file).0(0) dar) dt = 2 /OOo sintllol) ) o t, o) dt da

lev]

= /%ﬂ%t)% X ®@U(t, o) dt da

ce qui montre que E coincide en tant que distribution tempérée avec la fonction locale-
., . , sin(? ||« . .
ment intégrable (et méme localement bornée) (t,a) +— QWY(t)W puisque les fonctions
Q@
décomposées x ® ¢ engendrent un sous-espace dense de .7 (R3).

:L,Tl

(2n+1)!
une fonction > sur R et on a z.5(z?) = > (-1)"

in(¢
W = £.5(t% ||a|®), ce qui montre que la fonction (¢,a) —
«

2 .
a — ||a]|” est un polynome.

5) La série enticre S(x) = > o (—1)"

ne0 a un rayon de convergence infini, donc définit

2n+1 :
S sin z, donc ST S(z?). Alors
(2n +1)! ’

n ! T

est €°° puisque



De méme, si R(z) = Z?:o(_l)n&’

une somme de classe € sur R, et on a R(x?) = ZZOZO(—l)"

la série R a un rayon de convergence infini, donc a

2n

(2n)!

= cosz. Et ceci montre que la
fonction (¢, ) — cos(t ||a||) = R(2 ||e]|®) est de classe €.

6) Alors

sin(t [|[) 9 sin(t|lal))

O E = 21y (t). T Y (1) 5 ( ol ) = +27Y (t) cos(t [|])

et puisque s’annule pour t = 0, on obtient Jg(t). = 0, et finalement

O E = 27Y (t) cos(t || al]).
On a ensuite 0;(0;F) = 2mdo(t). cos(t ||a]|) — 27Y (¢) ||| - sin(t ||r||) et puisque cos(t ||a||) =
lorsque ¢t = 0, on obtient 9;(0;E) = 2mdo(t). 1) — 27Y (¢) ||ee]| - sin(t || ]])-

Donc
o ) | s st al)
8t2E+ || || = 2mdo(t). () —27Y (¢) ||| - sin(t || ||) + 27 ||| .Y(t)w =210 (t) @ 1)
Dans .o’ 8—21@—97 (8—2E) t 7, ((a—2+a—2)E) —(E@+n)E=—|of’E. 1l
ans ./, onaa sl = Tra(zpE) e . part (55 + 55 n = — ||« en
résulte que 5 2E + [Jee||? E = ﬁ‘part((@ — AL)E) = 2160(t) @ L) = Fpart (200 (t) ® do(x)).

2
Az)E = 27’[’(50(t) ®(50($),
2

Comme F ¢, est un isomorphisme de . sur lui-méme, on trouve (+— pYe
1
c’est-a-dire que -—F est une solution fondamentale tempérée de l'opérateur —— — A,.
T
La fonction F' est de classe °>° au voisinage de tout point (¢, z) tel que ¢t # ||z, et discontinue
en tout (t,z) tel que t = ||z||. Donc le support singulier de F est le cone T' = {(¢,z) : t = ||z|| }.

7) Comme K est a support compact et E tempérée, la convolution E x K définit une distribution
tempérée.

Puisque %E est une solution fondamentale de 8—:2 — Az, ona ((;9:2 —Ay) * (217r E)xK =K,
ce qui montre que la distribution tempérée T = %E x K est une solution de I’équation
82
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I
On considere la fonction continue g sur R définie par g(x) = sin |x|.
1) Montrer que g définit une distribution tempérée sur R.
2) Calculer ¢’ et ¢” au sens des distributions sur R, puis g+ ¢”, et en déduire une solution

2
fondamentale de 'opérateur différentiel I + —

dzr?’
11
On considere ’équation différentielle
y/
y/,+2;+y207 (E)

1) Montrer qu'une fonction y de classe €2 est une solution de (E) sur ]0,+oo] si et
seulement si la fonction z : z — x.y(x) vérifie 'équation z” + z = 0. En déduire les solutions

de (E).

2)  On munit R? de la norme euclidienne. Si f est une fonction de classe 62 sur |0, +o00o| et

2
si F' désigne la fonction u — f(||u||) sur R3\ {0}, montrer que AF(u) = f”(||u||)—|—ﬂ ()
u
et en déduire que F + AF = 0 sur R? \ {0} si et seulement si f satisfait (E).
: sin(flul) _ < [
Montrer que la fonction Fy : u+— ———> =Y (=1)"———— est € sur R3, et en
[l T; (2n +1)!

déduire que AFy + Fy est identiquement nulle sur R3.

COS T

3) On note g la fonction z — —

%> et bornée sur | 0,400 .

1
et g1 la fonction = — g(x) + —. Montrer que g; est
x

1
4)  On considere les fonctions G et A définies sur R3\ {0} par G(u) = g(|Ju]|) et A(u) = m

Montrer que G est de classe €, que AG + G = 0 sur R? \ {0} (utiliser 2) ) et que
G
|G(u)| < A(u). En déduire que ﬁ est intégrable puis que G définit une distribution
+ ||lu
tempérée sur R3, et que le support de la distribution AG + G est contenu dans {0}.
Montrer que AG + G = AG;y + G + 47.dp, (ou G1 = G + X et §y représente la mesure
de Dirac en 0).



5) Soient p € Z2(R3) égale & 1 au voisinage de 0 et a support dans la boule unité
B(0,1), et o € Z(R3). On pose p,(u) = p(2"u) et ¢,(u) = p(u).p,(u). Montrer que
supp(p — ¢n) C R?\ {0}, que (AG + G, ¢ — ¢,) = 0, puis que

(AG + G, pn) = /G1 (u). Ay (u) du + /gon(u)G(u) du + 47.(0)

Montrer que [pn-Gl < 9l - 17llc - IG] o1y et que oy, — 0 presque partout, puis que
©n.G du — 0.

Montrer que

|Apn (u)] < [Ap(u)] . |pn(u)] + 27" |p(u)] [Ap(2™u)|
+21tn |f)xg0(u).(9mp(2nu)| + 21t |3yg0(u).(9yp(2”u)| + 21t |8Z<,0(u).3zp(2nu)|

et en déduire qu’il existe une constante M telle que |Ap,(u)] < M.22" pour tout n € N et
tout u € R?.

6) Montrer que /Gl(u).Agon(u) du| < M.2?".||g1]|, -vol(B(0,27™)) et conclure que

lim,, 0o / G1(u).Ap,(u) du = 0, et enfin que AG + G = 4.5y dans .7 (R3).

En déduire une solution fondamentale de l'opérateur différentiel A + I. Quel est le
support singulier de G'?

7)  Soit ¢ une fonction donnée dans .%(R3). Montrer qu’il existe une solution T € .%/(R3)
G

a 'équation Ay + ¢ =1 donnée par T = 1 % yp et que toute solution 7" de cette équation
T

est une fonction €°°. Montrer que si T' est une solution de cette équation et si Fj est la
fonction définie dans 2), T+ t.Fj est aussi une solution, quel que soit le nombre t € C, et
en déduire que la solution n’est jamais unique dans &°.

Montrer que si une solution 7' appartient & L*(R?), on doit avoir ¥(u) = 0 pour tout u
tel que ||u|| = 1. Montrer aussi qu'il y a au plus une solution intégrable.
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1) La fonction continue g est localement intégrable. Puisqu’elle est bornée par 1 en valeur absolue
sur R, on a, pour toute ¢ € .(R) :

[erata ] < [1o@) dn <sunti+a) o). [ = manao)

Ol P, q désigne la semi-norme continue @ +— SUp,ep jcm(l + %) }ga(j)(a:)‘ sur .(R). Et ceci
montre que la distribution associée a g est tempérée.

2) La fonction g est continue et sa dérivée est continue par morceaux. La formule des sauts assure
alors que, au sens des distributions, ¢’ est la dérivée de g au sens usuel : la fonction z +— sgn(x). cos z.
Cette derniere fonction est également de classe 4! par morceaux, avec un saut en 0 : ¢'(04) = 1
et ¢’(0_) = —1. La formule des sauts appliquée a g’ donne alors que ¢’ est, dans ./ (R), égale
a la dérivée au sens usuel de ¢, la fonction x +— —sgn(z).sinx = —sin|z|, plus la mesure de
Dirac en 0, 69 multipliée par le saut de ¢’ en 0 : 1 — (—1) = 2. Il en résulte que dans .’ (R), on a

g"(x) = —sin |z| + 20¢. Il en résulte que g + ¢g"”" = 20y, et que 29 est une solution fondamentale de
2

d
lopérat I+ —.
operateur / + dr?

II
1) Siz(x) ==x.y(x), on a, pour x # 0,

Y

dtz= (v +y) rry=ay + 2 try=2.(y +27-+y)

dont on déduit que y est solution de (E) sur |0, +oo| si et seulement si 2" + z = 0, c’est-a-dire si

z est de la forme Acosz + Bsinx, ou A et B sont des constantes. Les solutions de (E) sont donc

€8T, p. AT , qui sont € sur R\ {0}. Et, pour z > 1, on a

x x
cos x +Bsinx _ |Acosz + Bsinz| < VAZ £ B2 \/cos?z +sin’ x < Az 1 B2,
x

T T T

les fonctions de la forme y = A -

A

0 / g ull = onc
2) Ona o F(u) = f([[ull)- 5 llull = f(lu H)H i d

P )= (D N () P




et de méme

2 oty = () L 4 LD v
0’ £ L £l 22
i - 1—
52 L (w) = f(lu - LR ( Hu”z)
donc par somme
2,2 L2 / 2 .2 L2 /
AF('LL) _ f//(”u”)x +y 2‘|‘Z / (HUH)(3 T +y 2‘|—Z ) _ f”(HUH) n 2f (HUH) ‘
] ] ] il
I1 en résulte que AF(u) + F(u) = f"(|Jul]) + 2f/|(”:ﬁu) + f(J|ul]) et que cette fonction est partout

nulle sur R? \ {0} si et seulement si f est solution de (E).

z
(2n+1)!
sin ||u|

[[ul
sur R3. Alors la fonction AFy + Fy est € sur R? et nulle sur R? \ {0} puisque S
de (E). Donc AF, + Fy est identiquement nulle sur R3.

2n—1

1 —cosx >
3) Onag(w)=——"=> (- 2
n=1 :

convergence +00, ce qui montre que g; est €°°. De plus |g1 ()| <

Puisque la somme de la série entiere S(z) = Y oo (—1)" est €°° sur R, et que la

fonction polynomiale u — |ul|® est € sur R3, la fonction Fy : u — = S(|Jul|?) est €

est solution

qui est la somme d’une série entiére de rayon de

’ i ce qui montre que g; tend vers

0 a l’infini, donc est bornée sur R puisque continue. On peut remarquer aussi que, par la formule

des accroissements finis, |1 — cos z| < |z|.sup, |— cost| = |z|, donc que g1(x) = |g1(z)] < 1.

dt

4) Puisque g est € sur |0,4+o00[ et que u — |Jul| est € sur R\ {0}, il est clair que G est
%> sur R?\ {0}. De plus, la fonction g est solution de (E) ; il résulte donc de 2) que AG + G est
nul sur R?\ {0}.

Puisque |g(z)| < —, on a |G(u)| < — = A(u). Il en résulte que
T

/2 27 1 r24r
2\ -2
/(1+Hu||) \G(u)ydug/_mcosﬁdﬁ/o de(/o )
1 [o@)
=4 [—m}o =2r < 0

On en déduit que, si ¢ € .7(R3), on a

ou C dénote l'intégrale /(1 + |lul*)"2|G(u)| du et pmq la semi-norme sur .#(R3) définie par

sup(1+IIUI|) o (u)] - /1+IIUII) ?|G(w)] du= C.poa(yp)

Pmg($) = SUPyers ja)<m (1 + |w)®)9|0ag(u)|. Et ceci montre que la distribution associée i la
fonction localement intégrable G est tempérée. La restriction de la distribution AG + G a R?\ {0}

2



est nulle puisque g est solution de (E). Il en résulte que le support de cette distribution est contenu
dans le singleton {0}.

1
Notons G1(u) = ¢1(||ul|). Puisque g(z) = ¢1(z) — —, on a G(u) = G1(u) — A(u), donc dans
x
" (R?),
AG+ G =AG, +G— AX
A
Par ailleurs, on sait que I est une solution fondamentale de A, donc que AX = —47.d6y. On
s
conclut que, dans .7’/ (R3), AG + G = AG; + G + 47.5.
5) Onap—p,=q¢(l—p,),etl—p, estnulle sur un voisinage de 0. Donc 0 ¢ supp(¢ — ¢n).
Et puisque le support de AG + G est disjoint du support de ¢ — ¢,,, on a (AG + G, — p,) =0,

c’est-a-dire (AG + G, ) = (AG + G, py) pour tout n. Alors, puisque ¢,(0) = ¢(0) et qu'on a
(AG1, pn) = (G1,Apy,), il vient :

(AG+ G pn) = (AG1+ G — AN ) = /Agon(u).Gl (u) du + /tpn(u)G(u) du + 47.¢(0)

La fonction G est localement intégrable. De plus, les ¢,,.G sont a support dans la boule unité, sont
majorées en module par la fonction intégrable ||¢|| . - [|pllo - |G| -1p(0,1), et convergent vers 0 en tout

point distinct de 0. Il résulte alors du théoréeme de convergence dominée que lim / n-Gdu=0.
n

O, . Op n n (). 0P (on
On a aussi 8—x(u) = S (u).p(2"u) + 2 @(u).ax@ u), donc

82 n 82(10 n nagp ap n n 82p n
() = S5 (w)-p(2M0) + 2.2 22 (). 32 (27) + 27 0(w). 55 (2"0)

et de méme

82(70?1 _ 8280 n n&p ap n 2n a210 n
By (u) = 2 (v).p(2"u) + 2.2 ay( ). ay(2 u) + 2 SO(U)-—ay2 (2"u)
82()071 _ 82§0 n nasp 8IO n 2n 82,0 n
ST () = S () p(2) + 2.2 2 (). 2 (2M) + 2P (). S (2m)

et en sommant,

Bpnlu) = Ap(w.p(2"0) + 22" (52 ) 222" + F2 ). S 2w
+92(). 92 (97)) + 22" (u) Ap(2")

donc |Ap, (u)] < 227.M, en posant

= [[A¢lle - Iolloe + 21102l - 1020l o
210yl - 10ypll o + 211020l - 1020l + 1Nl - 1 APl

4
6) Alors, puisque ¢, est nulle hors de la boule B(0,27") dont le volume est ?ﬁ 273" on a

‘/ G1(u).Ap,(u)du

<[ )l 2 du
B(0,2-™)

. n 4am n
< M2 vol(B(0,27"). ||l = 5 M2 llg1llo



Et on conclut que lim [ Gi(u).Ap,(u)du =0, donc que

n—0o0

(AG +G,p) = (AG + G, p,) — 4m.0(0)

c’est-a-dire que, dans ./ (R?), AG + G = 47.0p.
Il en résulte que (47)~1.G est une solution fondamentale de 1'opérateur différentiel A + I. Et
puisque la fonction G est €°° en dehors de l'origine, le support singulier de G est réduit a {0}.

7) La convolée T de 42 € . (R?) et de ¥ € .7(R3) est définie et appartient & .7/(R?). Et on a
T

AT+ T =~ (A4 DG ) =~ (AG+G) s =bo e =y,

ce qui montre que 1" est solution de I’équation.
Puisque le support singulier de G est le singleton {0}, on sait que T" doit étre ¥ sur tout
ouvert ol 1 est € ; et par hypothese ¢ € .(R3) C €°(R?). Donc T est € sur R3.
Enfin, si une solution T' de I’équation Ay + ¢ = 1 appartient a L'(R3), on doit avoir pour
tout u € R3 : A R
Blu) = F(AT +T)(w) = (1 — |[ull?).7 ()

Et comme T et ¢ sont dans %o(R3), on voit que ¢ (u) doit étre nul en tout u tel que |u| = 1.
Et si T et T; sont deux solutions intégrables, on doit avoir (A+1I)(T —T1) = ¢ — 1 = 0, donc
0=Z((A+ (T ~T))(u) = (L= [u]*)(T(u) = Ty(u)) -

Alors la fonction continue T — Ty est nulle en tout point u de R? tel que |lul| # 1. Et par densité,
on doit avoir 7' = T} en tout point de R?, ce qui entraine que T et T} coincident presque partout,
donc partout puisque 1" et T7 sont €°.
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I

Soient f € LY(R?) et (g,) une suite dans L>(R%).
On suppose que M = sup,, ||gn||,, < +00 et que g, — g presque partout, et on veut montrer
que la suite (f * g,,) converge vers f * g uniformément sur tout compact de R9.

1) Montrer qu'il existe une suite (f3) de fonctions continues & support compact sur RY telle
que || f — fxll; — 0, et qu’alors, pour z € R, on a

[(f * gn — fxg)(@)| <2M [|f — filly + |fr * (9 — gn)(@)]

que
tim [ 19— ga)() e 1 dz = 0
n—oo

et que

(g = ga)la)| <l [ \fk@)e“y“\ Jg-g)@- y)e*”m*y“] dy

< ol (Sup,fk vl /| = gn)(2)] el dz)

2) En déduire que si e > 0 et R sont fixés, on peut trouver k tel que || f — fi|l; < 7 puis

ng tel que (sup | fr(y ”yH /| 9—9gn) —li=l dz) <e . % lorsque n > ng, et qu’alors

onasup”z”<R|(f*gn f*g)(x)| <e.

Conclure.

11

Pour s € R, on note H?® I’ensemble des distributions tempérées S sur R dont la transformée
de Fourier est une fonction localement intégrable S sur R satisfaisant

/‘5 (14 €2)% d¢ < +o00

On munit H*® du produit scalaire (S, T) = % /S(g)T(g)@ + €)% de.

1) Montrer que, muni de ce produit scalaire, H*® est un espace de Hilbert, dont on notera
|-l 7= la norme, et que H® s’identifie isométriquement & L?(R). Montrer que la mesure de
Dirac &y a l'origine est dans H~'.

On considere la fonction f : x — Y (x).e™ (ou Y désigne la fonction de Heaviside, qui
vaut 0 sur | — 0o, 0[ et 1 sur ]0,4o00[ ). Calculer f. Pour quelles valeurs de s la fonction f
appartient-elle a H* 7

2) Soient f € H® et g € H™5. Montrer que f.g est une fonction intégrable et que

] [ i@ df' 2 1 Fll e Nl



En déduire que, si on pose @, / f £)d§, 4 est dans le dual de H® et que

I’application g — ®, envoie contlnuement H~* dans le dual de H”.

Inversement, si ® est une forme linéaire continue sur H®, montrer qu’il existe h € H*
telle que, pour toute f € H?, on ait ®(f) = (f, h). Montrer ensuite que la fonction localement
intégrable hy : € — (14 £2)%.h(&) définit une distribution tempérée et qu’il existe S € ./ (R)
telle que S = hy. Montrer que S appartient & H™* et que ®(f) = ®5(f) pour tout f € H*.

Conclure que l'application g — ®, identifie le dual de H* a l’espace H ~*.

3) On veut montrer qu’il existe une distribution S € #/(R) telle que S € H*® pour tout
s < 0, mais que S ne soit pas dans L{ _(R).

Pour k > 1, on pose gy(z) = e~%"/2 ¢i2"2
ms tel que ||grl g < ms.257 D% pour tout k. Montrer que gi.(&) = (2%)1/2.6_(5_2k)2/2, que
|g7€(§)|2 (1+£&%)° < ome— (62" < 27 02" (€2 € <281 et que, lorsque € > 257! on a
R (§)* (1 +€7) < 2mem (67207 2200,

En déduire que

, et on veut montrer que, pour s < 0, il existe

21@*1 2k 1

/_ |g7c(£)|2(1+£2)8d§<2w/_ 6 g — o Lo

_92k—2

et que
teo ~ 2 2\ s 2(k—1)s oo *52
[ 8@ 0+ e de < 2marte, [T e ag
2k—1 oo

et enfin que
2 —22k—2 (2k—2)s oo —¢? (2k—2)s > —& —s —t
gkl < e +2 e~ d§ <2 e S dé+supt e
—o0 —00 t=0

Conclure.

Déduire de ce qui précede que la série 220:1 gr. converge normalement dans H?® pour tout
s < 0 et qu’il existe S € ' (R) telle que pour tout s > 0 et toute ¢ € H® on ait

=Y loe) =D o [ G©(e) de
k=1 k=1

4) On considere la fonction x : R — R définie par
() = 1 sifz| <1
XM=V 0 sifz] > 1
h=xx*xeth,(x ) h(z).e®. Montrer que h est continue & support dans [—2, 2], puis que

N T sin(§ — 1)

Montrer que si f est une fonction dans L _ et si T est la distribution associée, on doit

, et que hy, EHspours<;
avoir f.h € L et (T, h,) = f. F.h(—p) — 0 quand g tend vers l'infini, mais qu’on a
= /8 e_oky2 g SINZ(E — ) = /8 ea_oky2 o SIN?E
S.h,) = \/j/e (€=20)7/2 . 22 5 1V ge = —/e (E+n=20)7/2 225 ge
(5 ,; m (€ —n)? ,;1 m &

et en particulier que (S, hor) > \/7 / —&*/2 sug i3 d¢. En déduire que S n’est pas dans L

loc*
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1) 1l est bien connu que %.(R%) est dense dans L'(R?), donc qu’on peut trouver une suite dans
%.(R%) qui converge vers f. Pour € R? on a alors

[f# gn(@) = [+ 9(@)] <[f * gn(@) = fr % gn (@) + [fr % gn (@) — fro x 9(@)[ + [fr * g(2) — [+ g()]
|(f = fi) * gn (@) + [fr * (gn — 9) (@) + [(f = fr) * g(2)]

1f = felly - lgnlloe + 1 % (gn — 9) @)+ 1F = Frlly - 9]l

2M NS = felly + [fx* (gn — g)()]

<
<
<
<

Posons h,, = g — g,. Alors, puisque |, (2)].e” 12l < 2M.e7lIZl et que / e IFl gz < +00, il résulte
Rd
de la convergence presque partout de h,, vers 0 et du théoreme de convergence dominée que

/\hn(z)| el dz - o

Enfin, puisque ||z|| + [Jy]| — |z — y|| = 0, on a 1 < el#l elvll e=ll==vll " donc

| fie # hn (2 ||/fk (« — )dy‘ eumn/,fk ) el |, (2 — ) e I#=41 ay
[§]

¢
/ [fe(@)l e R (2 — ) eIl dy < (sup | fi(y)l el / (@ = y)| e7I==v dy)

= <SUP|fk( e”y” /lh ol dy)

On en déduit que

| fx % B ()] < el (sup‘fk Hyll /|h Izl dy)

€ .
2) Puisque ||f — fxl|l; — 0, on peut trouver un k tel que ||f — fill; < o7 Puisque fj est
continue & support compact, il en est de méme de la fonction F : y — |fi(y)|el¥!l, qui est donc

bornée. Et puisque / |hn(2)] e I#l gy — 0, on peut trouver ng tel que

| Fll o /|h |elI=l dy) <e R.%

€ € €
pour n = ng. On a alors | fi * hy, ()| < eHgC”_RE < 5 si||z|| < R. Et puisque 2M. || f — fxl|; < 50 on

conclut que sup,<g |f *9(x) — f* gn(z)| < esin > ng et [|z| < R, ce qui montre la convergence
uniforme sur tout compact de la suite (f * g, ) vers f *g.



II

1) Si S et T sont des distributions temperees telles que S et T soient des fonctions vérifiant
/‘S (14 €)% d¢ < 400 et /‘T (14 £?)%d¢ < 400, il résulte de I'inégalité de Cauchy-

Schwarz que

/‘S(g)ﬁg) (1+€2) /]S (1+€2)° /‘T (1+€2)° d§)1/2<+oo

ce qui permet de définir (S,7T) = o / S(6).T(&)(14+£%)% dE. T est clair que ceci définit un produit
™

scalaire hermitien sur H*. R
Et si (S,,) est une suite de Cauchy dans H*, la suite f,, : £ — S, (€).(1+&2)%/2 est une suite de
Cauchy dans L*(R) (puisque ||S, — Splly. = (27) 712 || fn — finlly). La suite (f,) converge donc

dans L? vers une fonction f. Alors, pour toute ¢ € .#(R%), on a
o) = [ 1@+ o) ds ~ [ 1O+ () de

puisque & — (1 + £2)75/2p(¢) est dans L2. Tl en résulte que (S,,) converge dans .#”(R) vers une
distribution tempérée T', qui est la transformée de Fourier d’une distribution tempérée S. On a
alors S(€) = (14 £2)%/2.f(€), et puisque ||S — Sully- = (27) 2. ||f = fully, on conclut que (S,,)
converge vers S dans H®. Donc H? est complet : c’est un espace de Hilbert.

Il résulte de la formule de Plancherel-Parseval que S est dans L? si et seulement si S est dans
2 L all? 2
L2, et que [1S15 = 5 || ]|, = I15130-

. 1 1
Si S =dp,onalS =1, quiest localement intégrable, et oy /(1 + 52)*1 dé = 3 < 00, ce qui
T

montre que &y € H!.

R oo - ~1 we] C 1
Pour £ € R, on a = Il —e T = ——, et par suite
¢ fo - | e
A 2 R 2
’ (f)’ d¢ = /(1 + €2)*71 d¢. Et cette intégrale converge si et

fo| = %52 Donc /(1 +§2)s

1
seulement si 2(s — 1) < —1, c’est-a-dire que f € H® <= s< 3

2) SifeH®etge H*, on sait que les fonctions & — (14 £2)5/2. f(€) et & — (1+£2)75/2.5(¢)
sont dans L2. Leur produit f.g est donc dans L'. Et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

‘%/f(&)'ﬁ(é) d&‘ ‘/ (1+€2)*2 f( é)).((1+§2)_5/2g(§))d5‘

(& oo 1

Jfef )" (5 fareriaor a)”
<l -l

N

La linéarité de ®, est claire et l'inégalité précédente montre que |®,(f)| < || fllgs - llgll ==,
donc que @4 est une forme linéaire continue sur H* de norme au plus ||g|| ;-.. L’application g — @,
est donc linéaire continue de norme au plus 1 de H ™% dans (H®)'.

Si ® € (H®), il résulte du théoreme de Riesz appliqué a l'espace de Hilbert H® qu’existe
h € H? tel que ®(f) = (f, h) pour tout f € H®, c’est-a-dire :

27T/f

(1t &)= - /f €).h(€) de

2



si on a posé hy(§) = ﬁ(f)(l + £2)3. Puisque h est localement intégrable, il en est de méme de h;.
Et puisque h € H*, la fonction hy : & — hi(€).(14&2)75/2 = (1 +£2)5/2.h(€) est dans L2. Alors si
¢ € L (R), on am = supg(1l+ €2)=" (&) < 400, donc

/ (€)1 (€)] dé < / m.(1 +52>—1Qﬁ ha(€)] de

m/|h2 1+§2)1/2 < m(/|h2(§)|2 df).(/ %)1/2 < 400

ce qui montre que h; définit une distribution tempérée. Il existe donc S € .#/(R) dont la
transformée de Fourier est égale a hy. Et puisque hy = (1 + 52)_5/ 2 S est dans L2, on voit que S
est dans H % et que ® = Pg.

Enfin, puisque g — @, est bijective de H™* sur (H®)’, le dual de H® est identifi¢é & H~*.

3) Ona
gr(§) = /e_IZ/z.e”kI.e_”& dr = /e_z2/2.e_”(5_2k) dr = (27T)1/2e_(5_2k)2/2
k\2
done aull. = [« €21+ €7,

Si& <281 ona (14 ¢2)* <1 puisque s < 0, donc |x (&) .(1 + £2) < 2me~ (-2 et

/_ GO .(1+ €2 de < 27r./_ e~ (€2 g — o, /__ e dn

avec ) = £ — 2. De plus, on a pour tout & < —2F~1 : —¢2 < 28=1¢ donc

ok—1 ok—1 ok—1

_ok—1 _ok—1 gk—1 _92k—2

_e? 2k e 1 ok=1¢]7 e _92k—2

— 00

Etsié>2F1 ona (1+¢2)° <& <2-1:25 donc

/ |-‘7A’€(§)|2‘(1+§2)5d§<27r.2(k_1)'28~/ o (62 ge
2

k—1 2k—1
o

< 2m. 2125, /OO e (6257 ge = 277.2(k_1)'25./ e & de

— 00

Il en résulte que

lgall. < ™27 4 2k-D-2s, / e ¢ dg = 2200 ( / e € dg + (222) e )
— 00

— 00

o0

c’est-a-dire || gl ;o < ms.2F7D% si on a posé m, = (/ e dé + sup t_s.e_t) i
0 >0
Alors on a |lgklly. < ms.2F~D5 et la série géométrique de terme général (2(F=1)s) est
convergente, puisque sa raison est 2° < 1. Il en résulte que la série de terme général (gi) converge
normalement dans H?® pour tout s < 0.
Sip € S(R), on a ¢ € H® pour tout s > 0. Il en résulte que (Y ;_; gk, ) a une limite quand

n tend vers l'infini, quelle que soit ¢ € .#(R), donc qu’il existe S € .'(R) telle que

o0
= (g
k=1

3



Et on a S =) gx dans H~*® pour tout s > 0, donc
=S ) = ii/gr 5(6) de
k=1 7 k=1 2

pour toute ¢ € H® si s > 0.

4) Puisque y est dans L? & support dans [—1, 1], h = y* ) est continue et son support est contenu
dans [-1,1] + [-1,1] = [-2, 2]. Alors

1 ' —is€ 1 2 sin(— .
Cey _ite ,, |€ _ 2isin(=¢)  _sing
wo= [ o= ] =TS =%

.2
On a aussi h(€) = x * x(&) = x(§)? = 48122 f. Donc h,, est continue & support dans [—2,2] et on a

(€)= [ ha)eom = do = ie - ) =15 L)

Et puisque la fonction continue £ — ‘ﬁ;(ﬁ)‘ (1+€2) est équivalente & |¢]**™* quand |¢] — oo, on
3
voit que ||h,ll ;. < 400 si2s —4 < —1, c’est-a-dire si s < 3"

Si fe Ll _,ona f.h€ L' puisque h est bornée & support compact. De plus

loc?
Trt) = [ 1@ hulaydo = [ fa)ha)e do = Fh(-p)

Et puisque f.h € L', on doit avoir limy |~ oo f- h( p) = 0. On a néanmoins
421 sin?(€ —
-3a [ORu- LA e R

_Z\/7/ —(&+n—2%)%/2 bllzﬁdg

8
et puisque tous les termes de cette somme sont positifs, on a (S, hy,) = \/j / e=87/2,

dg,

sin? &
2

donc (S, hy,) ne tend pas vers 0, ce qui montre que S ne peut étre dans L. .
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1
Soient H un espace de Hilbert et (z,) une suite de H qui converge faiblement vers 0.

1) Montrer qu’il existe M tel que ||z,| < M pour tout n, puis qu’'on peut construire par
récurrence une suite croissante (ny) d’entiers telle que ng = 0 et que, pour tout n > ngy; et
tout p < ng, on ait |(z,,r,)| < 27*.

2) Montrer que

m 2 m m
wn | <l P42 Y [@aywe)| < mADMP42Y 0 Y 27F < (mA 1) M +4
k=0 k=0 0<p<km p<m k=p+1
1 m
3) En déduire que la suite (ym,)m>1 définie par y,, = —— Zmnk converge en norme vers 0
m+1 —

dans H.

On suppose maintenant que E est un espace de Banach réel et (z,,) une suite de E qui converge
faiblement vers 0, et on veut montrer I’existence d’une suite (y,,) convergeant en norme vers 0 telle
que chaque y,,, soit combinaison convexe de {x1,Z2,...,Tm}.

4) Soit C I'enveloppe convexe de {x,, : n > 1}, c’est-a-dire I’ensemble des combinaisons convexes
des vecteurs x,,. o

Montrer que si 0 n’appartenait pas a C, il existerait ¢ € E’ telle que 0 < § = infyeg o(y) et
qu’on aurait |¢(x,,)| > § pour tout n. En déduire que, pour tout k > 0, il existe 2z € C' N B(0,27F)
et ni > ng_1 tel que z; appartienne a conv({z; : j < ng}), puis que si on définit y,, = 2 si
ng <m < ngy1 et yp, = 1 si m < ng, la suite (y,,) tend vers 0 et que y,,, € conv{xy, o, ..., T}

IT
Soit s > 0. On désigne par H*(R?) I'’ensemble des fonctions f € L?(R?) telles que

2 ~ 2
5. = [ @+ 1Py |f@] de <o

ot f € L*(R?) désigne la transformée de Fourier de f. On posera || f|| ;. = (27)~%2J,(f)'/?. Noter
que HO(R?) = L*(R?) et que ||f]| 0 = || £]l,-

1) Montrer que, si on pose Tf(&) = (2m)~4/2.(1 + ||€]|*)*/2.f(€), Vapplication f — T'f est un
isomorphisme isométrique de H*®(R?) sur L?(R%). En déduire que H*(R%) est complet.

2) Soit f € H*(R%). Montrer qu’il existe une suite (¢, ) de fonctions de Z(R?) qui converge vers
Tf dans L?(RY) et que g, = T~ *(¢,) appartient & .#(R%). En déduire que (g,) converge vers f
dans H*(R%), puis que .7 (R?) est dense dans H*(R?).
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On conserve dans cet exercice les notations de II.

Soit P le sous-espace {x = (x1,Z2,...,24) € R?: 24 = 0} de R Pour toute fonction ¢ € .7 (R?)
sa restriction ¢|p a P ~ R?~1! appartient & .#(P), et on notera vy I'application linéaire ¢ QP
de .(R%) dans .%(P), qu’on identifiera & . (R4~1).

On veut montrer que 7 se prolonge en une application linéaire continue de H'(R?) dans
H1/2(Rd71).

1) Soit ¢ € . (R?). Pour tout y = (y1,v2,...,ya—1) € R4 et tout ¢ € R on identifiera (y,t) au
point = (y1,¥y2,...,Ya—1,t) de R?. Montrer que ¢ est intégrable sur R? et que

oy, t) = (277)*‘1 /Rd_1 dg/R@(f,T)e“y@.e”T dr

et en déduire que 1 = () vérifie
V) = el 0) = o~ [ e ae [ pen)ar

2) Noter que la fonction 7 +— (&, 7) appartient & .#(R) pour tout ¢ € R4™1, et en déduire que
la fonction g : € — fR B(&,7) dr est définie en tout point & € R?1, et intégrable sur R?~!. Montrer

que 1 = (27)~ 4 F(g) et en déduire que 1) = 21 (on rappelle que .# désigne la transformée de
™

Fourier conjuguée : .7 (f)(£) = /f(m) @8 dr).

3) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

?< (/R“ + [l + 7). [ (&, m)I? dr)-(/R Hugﬁ)

- e (LI )16 i o)

19(¢)

puis que
N 2
CrY e = [ @172 [906)

Rd—1

<5 [ QI+ el dedr

472

et enfin que [[¢)]| 12 <

L el
\/i. QO -

4) Montrer que v se prolonge en une application linéaire continue de H*(R%) dans H/?(R%~1).

v

On conserve dans cet exercice les notations de II.
Pour f € L?(R%) et 0 < s < 1, on pose

KS(f)_/]R dedy€[0,+oo]

axmi |y — @

et on veut montrer qu'il existe une constante C(s) telle que K(f) < C(s).Js(f).

1) En posant y = z+ h et x = z — h, montrer que

h) — f(z—h)
Ks(f)ZQQS/RdXRd PGy HiLHdﬁf I 4z an

2



Pour h fixé dans RY, on pose Ay f(2) = f(z + h) — f(z — h). Montrer que Ay, f € L?(R?) et que
) 2
en! [ AP o= [ |&ge] a- |

R4
1 [
R4

2)  On désignera par ¥ la sphere unité de R et par o la mesure uniforme sur ¥. On rappelle que

si R est une rotation de R? et si f : ¥ — C est o-intégrable, on a / fw)do(w) = / foR(w)do(w),
b b

i ‘2 (i) _ o=ith&|” g

f€)

f(©)| sin?(n, &) de

et que si ¢ est intégrable sur R?, Iintégration en coordonnées polaires de ¢ donne

/Rd plz)dz = /OOO P dp/z o(p.w) do(w)

1
En particulier, le volume de la boule unité de R? est égal & vy = EO’(Z). On rappelle aussi que si

llu|| = |lv]| = 1, il existe une rotation R de R? telle que R(u) = v.

Montrer que, pour & fixé dans R, on a
2 00
sin“(h, & 1_9 .
[ L [ iy et
re ||h| 0 b

puis que la quantité ¢(r) = / sin?(r(u,w)) do(w) est indépendante de u € ¥ et vérifie les deux
)
inégalités : c(r) < o(X) et ¢(r) < / r? (u,w)? do(w) < rlo(%).
)

3) Déduire de ce qui précede que, en posant £ = ||£]| .u, on a

sin?(h, €) R s [T 10
[ an= [ el do= . [~ ey ar,
re || h]| 0 0

que

oo o ! - I
d d
/ 1725 ¢(r) dr < U(E)./ 1725 min(1,72) dr = U(E)(/ 257;1 +/ 257;1)
0 0 o7 v

o0
et que, avec C(s) = (27r)_d.2223/ r=2%¢(r)dr, on a
0

Ki(f) = ). [ [FO] IelP as < c.0.0)

1
C(s)
K, (f) < +o0, alors f € H*(R?).

4) Montrer que Js(f) < K (f) + (2m)d. HfH;, et en déduire que si f € L%(RY) et si
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1) Puisque la suite (z,) converge faiblement, elle est bornée (théoreme de Banach-Steinhaus) et
M = sup,, ||z,|| < +00. On pose ng = 0. Si ny, est déterminé, on a par définition de la convergence
faible, lim,,—, o |(Zp, 2,,)| = 0 pour tout p. Il existe donc un N > ny, tel que |(z,, ,,)| < 27%~! pour
tout p < ny chaque fois que n > N. 1l suffit alors de prendre ng11 = N.

2) On a alors

2 m m
:<Z$nkazxnk>: Z <xnp>$nk> < Z |<xnpamnk>’
k=0 k=0

m
2
k=0

pkm p,k<m
m 9 m 9
= Sl P+ 3 el = S e 42 3 )
p=0 p#k p=0 0<p<ksm
m—1 m m—1
Sm+DM?+2.3° > 27" <(m+1)M? +2.> 277 < (m+ 1)M? +4
p=0 k=p+1 p=0
3) Alors
2
s 1 - (m+1)M?+4  M? 4
lyn T (m+1)2 kzz;)xn’“ S (m+1)2 _m+1+(m+1)2_)0

lorsque m tend vers 'infini : la suite (y,,) converge donc vers 0 dans H.

4) L’ensemble C' est un convexe fermé de E. Si 0 ¢ 5, il résulte du théoreme de Hahn-Banach
qu’il existerait une forme linéaire continue ¢ € E’ telle que

0=¢(0) <6 = inf ©(y)
yeC

On devrait donc avoir, pour tout n, |p(zy,)| = ¢(x,) = § > 0 puisque x, € C, ce qui contredit la
convergence faible de (z,) vers 0, car 'on devrait avoir alors lim,, . ¢(z,) = 0.

Il en résulte que 0 € C, c’est-a-dire que, pour tout k, la boule B(0,27%) rencontre C' en un
point zx. Par définition de C| le point zj est combinaison convexe d’un nombre fini de points de la
suite (z,,) : il existe donc un entier ny, qu’on peut supposer strictement supérieur & ny_; si celui-ci
est déja déterminé, et des coefficients réels positifs (Ax p)p<n, tels que

ng ng
2 = E )‘k,’p Tp et 1= E )\k,p
p=1 p=1

La suite strictement croissante (ny) tend vers U'infini. Alors, si € > 0 est donné, on peut trouver k
tel que 27% < e. Et si m > ny, il existe un plus grand entier j tel que n; < m : on doit donc avoir
J =k, njp1 >m, et ym = 2. Donc |lym| = ||lz;]] <279 < 27% < ¢, ce qui prouve la convergence
vers 0 de la suite (y,,). Et on a clairement y,, € conv{xy,xa,..., Ty}



11
On a clairement HO(RY) = {f € L2(RY) : f € L2(RY)} = L*(R?%) en vertu du théoreme
2
de Plancherel. De plus, puisque pour f € L?(R%), on a / f(&)‘ d¢ = (27?)“l/|f(:r)|2 dr, on a
[l o = [1.fll,-

1) Sif e H5(RY), la fonction f est dans L%(R?) : sa transformée de Fourier f est donc bien
définie dans L2(R9). Et on a

[ s @ dg=en [ @+l f@] = @n ) = 151 <+
R4 Rd

ce qui montre que T'f € L*(R) et que [|Tf|l, = || f]l z.- Donc T est isométrique.

Inversement, si g € L2(R?), la fonction g1 : & (27r)d/2(19”(% est aussi dans L?(R%)
_'_ S

(
puisque |g1(&)] < (2m)%? |g(€)|. C’est donc la transformée de Fourier d'une fonction f € L?(R9).
Et on a clairement alors J,(f) < 400, c'est-a-dire f € H*(R?), et Tf = g. Donc T est surjectif.
Puisque H*(R?) est isométrique & l’espace complet L?(R?), il est complet lui aussi.

2)  On sait que Z(R?) est dense dans I’espace L?(RY). On peut donc trouver ¢, € Z(R?) tel que
ITf = nll, < 27" Alors la fonction v, : & — (2m)%2(1 + 1€]17)~5/2.0p, est € et son support
est contenu dans celui de ¢,,. Il en résulte que ¥, € Z2(R?) C .7 (R%). Puisque la transformation
de Fourier est un isomorphisme de . (R9) sur lui-méme, il existe g, € .%(R%) telle que g, = 1.
On a alors T'g,, = ¢p, donc ||f — gnllys = |Tf —Tgnlly = 1T f — ¢nlly < 277, ce qui montre que
f est, dans H*(R%), la limite de la suite (g,) de fonctions de .7 (R%). Donc .#(R%) est dense dans
H*(RY).

111

1) Puisque ¢ € L (RY), on a aussi ¢ € (R?). Donc ¢ et ¢ sont intégrables. La formule
d’inversion de Fourier donne donc :

o(y,t) = 2m)" " F () (y,t) = (2m) / G(&, 7)e W) ¢ dr

= (2m)~¢ /R e /R @&, m)e” WSl 47

En particulier, pour t = 0, on obtient

b(y) = oy, 0) = (2m)~¢ /

ei<y’5>/¢(§,7) dr .

Rd—1 R

2) La fonction ¢ est dans .#(R%); il en résulte quelle est €> et que, pour tout a € N¢, et
tout entier ¢ la fonction (£,7) — (14 ||€]|* + 72)0a@(&, 7) est bornée sur R*~! x R. On en déduit
que pour tout & la fonction he : 7 — G(€,7) est € et que pour tout n et tout ¢, la fonction

dn

T— (1+ Tz)qd—hg(T) est bornée, c’est-a-dire que he € . (R), et en particulier est intégrable.
7—n

Donc g(&) est définie pour tout &. De plus, d’apreés Fubini,

/Rdl 9(&)] d§</Rdl(/R\¢(§,T)| dT) d§:/ |B(€,7)| dr d€ < +o0

puisque ¢ € Z(R?) c L'(R?). 1l en résulte que g est intégrable sur R9~1. D’aprés la question
précédente, on a

b(y) = (2m) / o(y) € de = (2m) 7 Fo(y)

Rd-1



Puisque ¢ € S (R?71) ¢ LY (R4 et que g € L* (]Rd_l) la formule d’inversion de Fourier (en
dimension d — 1 cette fois-ci) donne ¢ = (27)4~L.2.Z ((21)~%g) = (2n) g

3) Llinégalité de Cauchy-Schwarz appliquée, pour & fixé, a (1 + ||€]]* + 72)Y2.¢(¢,7) et &
(1+1€)1* +72)~1/2 donne

2

dr
2 A 2 2 | 4 2
g@OI" =| [ é&r)dr| < /1+£ +77) [6(&7)|” dr /—
9O =| [ etendr] < ([ @+l + el an) ([ i)
Alors, par le changement de variable u = ;2, on obtient

(L+[1€)/2

/ dr B 1 /+°O du T
R1+E17+72 (1+]€)V2 e THU (14|12

donc |g(¢)]* < #/(1 + 1€017 + 72) |p(€,7)|? dr. Alors, en intégrant par rapport ¢ :
(L+ €152 Jr

/ A+ IED Y2 g < n / U+ IEP +72) |6(E, )
Rd-1

Ri-1xR

d€ dr, et

~ 2
m Wl = [ 167230 de= gz [+ 1672 o) de
< oz [+ + 72 ole, DI dedr = - @m) ol

c’est-a-dire |9 g1z <

el
\/— H1*

4) L’application linéaire v est donc continue de .%(R?) muni de la norme ||| ;. dans .(R?"1)
muni de la norme |.|| ;1,2 ; puisque .7 (R?) est dense dans H'(R?) et H/?(R%"1) complet, v se
prolonge en une application linéaire continue de H'(R?) dans H'/2(R?~1).

IV

1) Le changement de variables z = z — h, y = 2z + h a un déterminant jacobien égal & (—2)9. 1l
en résulte que

f(y) — f() [fth) = flz=m)
B =5, - osud“s / 28] ’
F+h) = f(z— B
z T dz dh

Puisque f est dans L2(R9), il en est de méme, pour h fixé, des fonctions 7, f : z — f(z + h) et
T_nf 1z f(z — h), ainsi que de leur différence Ay, f.
Par la formule de Plancherel-Parseval, on a, pour h fixé dans R :

dg

2
en [ @)l do= [ &)
Rd Rd
Pour une fonction ¢ € L' N L%, on a pour tout &

(€)= / ol + h)e O dg = / ply)e 0RO gy — O (e

3



L’ensemble E des ¢ de L? vérifiant 1’égalité 7,0 = )& est fermé car les fonctions ¢ — 74,
0 — ¢ et o e o sont toutes trois continues de L?(R%) dans lui-méme.
Et puisqu’il contient le sous-espace L' N L? qui est dense dans L?, F est égal & L. On a donc

ALf(€) = F(&)(eih® — e=ih&)) = 24sin(h, £).£(€), et par suite

(27)¢ [ 18nfG dx—4/‘f sin?(h, €) de
2) En passant en coordonnées polaires : h = p.w, on a
: 2 o]
$“$9%—/?%%ﬁ%*wwn=/p**mjﬁﬁwmmww>
||| 2 prtae 0 >

Si w et v sont deux éléments de X, il existe une rotation R de R% qui transforme u en v. Puisque
(Ru, Rw) = (u,w), on a par invariance par R de la mesure o

/Esin2(7’<v,w>) da(w):/ZsiHQ(MR(u),w})da(w):/Esin2(r<R(u),R(w)>)da(w)
:/sin2(r<u,w>)da(w)

ce qui montre que la quantité c¢(r) = [ sin®(r{u,w))do(w) est indépendante de u € ¥. De plus,
pour tout réel ¢, on a 0 < < let 0 < sin®t < 2 d’oti les inégalités 0 < c(r) < / do(w) =o(X)
)
et 0 < c(r) < / 2((u, )2 dor(w / 2 do(w) = r20(X), puisque |(u,w)| < [[ul . lw]| = 1.
b

3) Pour £ # 0, on a donc, avec u = € X, p&w) = p. &l .(u,w) et, avec le changement de

HéH
variable r = p. [|£]],

in%(h oo i~ . S L
%ﬁﬂéﬁéﬁg€ﬁlzzjg p—l—Qﬂpo£H>dp:=:j£ 13 ()IKH ugu2!/" P12 (r) dr

En majorant c(r) par r20(X) si r < 1 et par o(X) pour r > 1, on trouve

/000 r 172 e(r) dr < U(E)(/O rl=2s al1"+/1oO poim2s dr) = 0(2)(2 —12s+2is> = —28?1(21)3) < 400

Il en résulte que
_os dh 2 . 22 _ p sin?(h §
’ /W/’Ahf(z)‘ dz = 2272°(2m) d/‘f( Hth+23
__92—2s T —d > —1-2s 2s 2 _ 2s
=2 en =t [ Eman [P |io)] a 0@/Mn.ﬂf
“ 2
<o) [+ lelr i@ &= c.000)

Et ceci montre que si f € H*(RY), alors K,(f) < +oo.

2
)| a

4) Pour tout réel t > 0 et s €]0,1[, on a (1 +1¢)° < 1+t°, car la dérivée de t — 1 +t° — (1 +1¢)°
est s(t*71 — (1 +¢)*"1) > 0. On en déduit que (1 + [|£]|*) < 1+ ||€]**, donc que
s 2 r 2 Ks
< [ fiof e+ [li@] a= G+ entisg

Il en résulte que si f € L2(R%) et K (f) < 400, alors J(f) < +o0, c'est-a-dire f € H*(R9).
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